Bevezetés

A matematika tanulasa feladatokon keresztil torténik. Azt, hogy mikor és milyen feladatok
keriilnek, keriljenek , bevetésre” szamos tényez6 befolydsolja, azonban alapvetéen fontos,
hogy ehhez a tanarok megfelel6 feladatkulturaval rendelkezzenek. Ez nemcsak azt jelenti,
hogy minden témdahoz megfelel6 mennyiségl és mindségl ,feladatkészletiik” legyen, és
ezeket alkalmasan fel is tudjdk hasznalni, hanem azt is, hogy ezeket a feladatokat , kezelni” is
tudjdk. Példaul tudjanak feladatokat kiilonb6z6 szempontok szerinti csoportositani,
rendezni, de képesek legyenek feladatokat akar at is alakitani.

A matematikaoktatasban a tandri feladatkultira atalakuldban van, a helyes eredményre
jutas, a hibdtlan feladatmegoldas tovdbbra is fontos célok, de emellett egyre nagyobb
hangsulyt kap annak a folyamatnak is a figyelembe vétele, amely megoldashoz,
eredményhez vezet. Ennek vizsgalata, tudatositdsa, - a kognitiv pszicholdgia eszkozeit is
segitséglil hivva -, tdmogatja a feladatmegoldds sikerességét és olyan kompetencidk
kialakuldsat/fejlesztését, amelyek tovabbi problémak megoldasat is tamogatjak.

A feladatkészletbdl nem hidnyozhatnak olyan feladatok, amelyek sokrétlen felhasznalhatok,
alakithatok és amelyek megoldasa soran a matematikai kompetencidkon kiviil szamos mas
kompetencia is fejlédik.

Az iskolaban alkalmazasra keriil6 valdsagkozeli feladatok a hid szerepét toltik be a valdsagos
helyzetek, problémak és a (megolddshoz sziikséges) mar meglevé absztrakt ismeretek
kozott.

Azok a valdsnak mondott szitudcidk, amelyekkel a tanuldék dolgoznak gyakran csak kozelitik
valamilyen mddon a tényleges valdsagot, hiszen kilénben tdl bonyolult, nagyon komplex
helyzettel kellene megbirkdzniuk igy inkabb ,valdsagkozeliek”..

A valdsagkozeli feladatok korébe a tovabbiakban a teljesen valds helyzeteken alapuld
feladatokat is bevessziik. Ezzel is hangsulyozva, hogy a kilonbség a kétféle feladat kozott
sokszor igen csekély, kiilonésen médszertani szempontbdl.

A jegyzet célja, hogy elsdsorban felsé tagozaton illetve kdzépiskolaban matematikdat tanito
és a kés6ébbiekben tanitani szandékozok szamdra a valdsdgkézeli feladatokkal kapcsolatban

mdadszertani ismereteket, példa és feladatanyagot adjon.



A zart és nyitott valdsagkozeli feladatokkal foglalkozé két elsé fejezetben nemcsak alapveté
fogalmakkal, mddszertani vonatkozasokkal, lehet megismerkedni, hanem a témaval
kapcsolatos néhany kutatasi eredménnyel, és egy rovid ,kirdndulds” erejéig torténeti
vonatkozasokkal is.

A beoltoztetett és valdsdgkozeli feladatok kapcsolataval foglalkozd rész a hagyomanyos
szoveges feladatokat és az ezekt6l sokszor nem is annyira kilonb6z6 valdsagkozeli
feladatokat vizsgdlja kiemelve eltér6é médszertani szerepliket.

A valdsagkozeli feladatok készitésének lehet&ségei kiilon részbe keriiltek, hiszen a valds
tartalmu zart és nyitott feladatok nem kulonilnek el élesen egymastdl. ElGallitasukhoz
nemcsak Otletes szituaciék, hanem mint majd olvashaté, a feladatvariacid maodszere is jol
alkalmazhaté.

Végul kilon fejezet tdrgyalja azokat a lehet6ségeket, amelyek segitik a valdsagkozeli
feladatokkal valé foglalkozast; els6sorban a tanitasi drdkon alkalmazhaté mddszereket és
néhany Uj technikai segitség alkalmazasat.

Az egyes fejezetekben szdmos feladat taldlhatd, ezek igen véltozatosak. Konkrét feladatok
megoldasan kiviil ez lehet példaul feladatkészités-atalakitas, mdédszertani megjegyzés, vagy
mas reflexid készitése, de akar adott témahoz ,utanaolvasas” is. A feladatok gyakran
tobbféleképpen oldhatdk meg, de egy-egy lehetséges megoldas, vagy ahhoz segitség szinte
minden esetben rendelkezésre all.

A jegyzet feladatanyaga valtozatos, de nem nehéz. Nem volt cél kimondottan igényes
matematikai tartalmu feladatok bemutatdsa, inkdbb a sokszinlség, a sokféle lehet6ség
felsorakoztatasaval a gondolatébresztés majdani, sajat céloknak megfelel§ feladatok
készitéséhez, feldolgozasahoz.

Amig az iskolai szamonkérés elsGsorban absztrakt ismeretek alkalmazasat kivdnja elsGsorban
,tiszta matematikai” feladatokban, nem véarhato gyodkeres valtozas a gyakorlati, alkalmazasra
képes tudas kialakitdsanak terén. Hiszen igymond ,,minek”,

ha az iskolai tanulds-ismeretelsajatitas gyakorlatilag a kiilonb6z6 vizsgdkon valé sikeres
szereplésre iranyul.

Nemcsak jaték a szavakkal, ha a ,vizsga” helyett, ami gyakorlatilag csak az ,iskolai tudas”
mérését jelenti, a tagabb értelm( iskolai és iskolan kivili ,megmérettetés” is gyakran
hallhaté mar. Ezzel hangsulyozddik az az igény is, hogy a tanuldknak olyan (iskoldban is

szerzett) ismeretek birtokaba kell kerilnilik, amelyekkel megalljak helyiket az életben. Ez a



torekvés jelentésen meghatarozza az aktualis modszertani kutatdsokat és kezd megjelenni

tobbek kozott az utdbbi idSk a felméréseiben is.

Valdsagkozeli zart feladatok

A tankonyvekben, feladatgyljteményekben a problémafelvet6 illetve kidolgozott példak, a
gyakorlé feladatok és az ismeretek elmélyitésére szant alkalmazasi feladatok kozott
taldlkozhatunk széveges feladatokkal. Ezeknek a moddszertani szerepe kiilonboz6, de

altaldban az a k6z6s vonasuk, hogy zartak.

Fogalmak, példak

Egy feladatot zartnak nevezilink, ha megadott kezdeti feltételek mellett keres meghatarozott,
egyértelml kérdésekre, egyféle mddon valaszt. Ez a meghatarozas segiti annak
megfogalmazasat is, hogy egy feladatot mikor neveziink nyitottnak. Ugyanis ha a zdrt feladat
feltételeinek valamelyike nem teljesiil, akkor a feladat mdr nem zdrt, hanem nyitott. Ha nem
megadottak példaul a kezdeti feltételek, akkor nyitott kezdetl, ha nem meghatarozottak
pontosan a feltett kérdés(ek), nyitott vég( feladatrél beszélhetiink.

Feladatok és problémak nyitottsdganak kérdését részletesebben targyalja Blum, (1999).
Blum besorolasaban a ,feladat” az egyszerl gyakorléfeladatokat jelenti, a ,, probléma” igy
nem feladat. Német nyelvteriileten gyakori a ,feladat” és ,probléma” ilyen szétvalasztasa,
nalunk a feladat altalanos értelemben hasznalatos.

Blum (1999) a kezdeti allapotbdl végallapotba jutas kozotti ,folyamatot” (megoldasi mad) is
figyelembe veszi annak eldontéséhez, hogy egy feladat nyitottnak vagy zartnak tekinthetd.
Amennyiben ez a folyamat ,tobbértelm(” (tobbféle kiilonb6z6 mddon lehetséges eljutni a
végallapotba), szintén nyitott problémardl/feladatrdl van szé, még ha a kezdeti/ végallapot
zart is.

Ezzel a lehetGséggel jelentdsen szélesedik a nyitott feladatok kére, hiszen igy példaul azok az
egyszer( szamitdsi feladatok is nyitottnak tekintheték, ahol a miveletvégzés tobbféleképpen
is torténhet. Ez egyben azt is jelenti, hogy ha egy feladat ranézésre zart az egyértelm(

kezdeti és végss feltételek (a feladat kérdése) miatt, tobb megoldasi utat taldlva akar



nyitottd is tehetd. Ebben a fejezetben a ,zart” elnevezés ez utdbbi értelemben esetleg
nyitottd tehet6 feladatokra is vonatkozik.

e Feladat
Adjon meg legalabb két példat olyan feladatra, amely latszélag zart!
M.
Példaul ilyenek a ,Szamolj lgyesen” tipusu feladatok, amelyek esetében legaldbb két
modszer (egy ,lgyes” és egy szokvanyos) mindig adédik a megoldashoz.
A szoveggel megadott feladatok egy része nem adott szitudcioban megfogalmazott feladat,
csupan a feladat széveggel megadott valtozatardl van szd. Példaul:
Adj meg 6t 6-tal és 4-gyel oszthato szamot!
Ezeket valéjaban nem tekintjik szoveges feladatnak.
A széveges feladatokban valamilyen valds, (ahhoz kozeli) vagy ,valétlan” helyzetben kell
felismerni a matematikai tartalmat, azaz egy matematikai modellt kell késziteni. A
tovdbbiakban a valds vagy a valdéshoz lényegében kozeli helyzeten alapuld feladatok
valdésdgkozeli feladatok —ként szerepelnek.
A kovetkez6kben néhdany példa kovetkezik olyan tankonyvi zart feladatra, amelyek
valdsagkozeliek.
Bogldrka elére csomagolt felvdagottat vett a boltban. Kivdncsi volt, hogy olcsobb lenne-e, ha a
pultndl venné. Megnézte a cimkét. Az egységdr sajnos tulsdgosan elmosddott volt, de ennyit
el tudott olvasni a szaldmin: Témege:0,187kg, Ara:154,1 Ft. A pultndl ebbél a fajtdbdl egy
kilogramm 795 Ft-ba keriil. (Szerinted mire jutott?)
6.0. TK. 55.
A feladat a tortekkel kapcsolatos szamitdsokhoz kapcsolddik. A mindennapi életben
el6forduld helyzetr6l van sz8. Gyakran érdemes utdnaszamolni, hogy valamilyen
aruféleséget nem lehet-e olcsébban is beszerezni, ennek lehet6sége az eltérd csomagolasok,
vagy gyarté cégek miatt idénként ugyanazon a helyen is adott.
A helyzet azonban nem tekinthet6 teljesen valdsnak, hiszen egy tajékozott hatodikos mar
tudja, hogy a csomagolasnak kilén dija van - szamolas nélkil is -, és az is tény, hogy ilyen
kalkulacio bolti keretek kozott, megfelel6 eszkdz nélkil elég nehézkessé tenné a vasarlast,
ugyanis itt kerekités a kis arkilonbség miatt nem haszndlhaté.
A kovetkez6 tankonyvi feladatok a mindennapi életben el6forduld ,,matematika” hasznalatra

mutatnak egyszer( példakat.



A csaldd turdscsuszdat vacsordzik. Az asztalon tejfélés pohdr dll. Cimkéjén ez olvashato:
Zsirtartalma 12 %. Mit jelent ez?
6.0. TK. 66./ 152.
Hdny liter tiszta narancslébdl lehet késziteni egy liter
a)12%-os b) 40%-os narancsitalt?
6.0. TK. 68./162
Mérd meg egy tejesdoboz méreteit! Valdban 1 liter az lirtartalma?
6.0. TK. 152./ 361.
Az el6bbi feladatok is jol példazzak, hogy akar egyetlen valds téma, - amely itt az étkezés-, jol
kihaszndlhaté kilonb6z6 matematikai anyagrészek tanitdsahoz, egyszer(i feladatok
megfogalmazasahoz.

e Feladat
Keressen példakat tankényvekben valésagkozeli, zart feladatokra, és gondolja meg mennyire
valds a szituacio, milyen szerepe, helye van ezeknek a feladatoknak az oktatdsban!
Mo.
Példaul rengeteg szazalékszamitassal kapcsolatos olyan feladat van, amely pénzzel
kapcsolatos, mondjuk megtakaritdssal, de az adatok nem valdsak illetve a hitelkonstrukcié
irredlisan leegyszer(sitett. Ezek szerepe az, hogy egyszer(i modellt adva a szamitashoz a
tanuldk megismerkedjenek az alapveté napi ismeretekkel példaul a kolcsonfelvétellel
kapcsolatban. llyen modellek a kdzépiskolaban tovabbfejleszthetSk és arnyaltabb modell is
készithetd vagy esetleg kdzvetlenil bankoktél beszerezhetd. Erre érdemes felhivni a tanuldk
figyelmét is.

e Feladat
Valasszon egy mindennapokban el6fordulé témat, és készitsen ezzel kapcsolatos, kiilonb6z6
matematikai tartalmu valésagkozeli feladatokat.
M.
Példaul néhany otlet:

1. Szinhaz, kultura

- Csaladi, osztdllyal torténd szinhazlatogatas konkrét koltségei, megadott feltételek

mellett.
- Statisztikai adatok abrazoldsa konyvolvasassal, szinhazlatogatassal kapcsolatban

2. Reklamok



- Adott rekldmban szerepl6 szazalékos kedvezmény és a feltliintetett drak
,egyeztetése”

- Hitelnyujtasi hirdetés adataibdl a visszafizetend6 6sszeg kiszamitdsa

- Egy adott aruhazlanc reklamujsagjaiban szereplé adott arucikkek arainak hosszabb
tavu figyelése és az aralakulas szazalékos illetve grafikus megjelenitése

3. Ujsagcikkek
Az egyik ingyenes févarosi Ujsagban jelent meg a kévetkez6 hir 2014 juniusaban:
»Nagy sikerrel zarult a 13. Bringdzz a munkdba! (Bam !) kampany: a koézel 9000
résztvevé mintegy 2 millié kilométert tekert 5 hét alatt, mely a kampany
torténetében egyediilall.”
a) Hanyszor érné koril a Foldet ez a tavolsag?
b) Mennyit biciklizett atlagosan egy résztvevg?
M.
a) Korilbelll 6tvenszer

b) Korilbelil naponta 5 km-t.

A mindennapokkal, a valds problémakkal a matematika oktatdsa soran gyakorlatilag mindig
foglalkoztak. Ennek a témanak a vizsgdlata hatteret és Uj tartalmakat is ad valds tartalmu
feladatok mai targyaldsahoz.

Térténelmi tavlatok

A kulonboz6 korok iskoldiban, a tanitott matematika tananyagot altaldban 6sszekapcsoltak a
valds élettel. Ez az igény leginkdabb az alséfoku oktatasban jelentkezett, de kilénb6z6 mddon
és mértékben minden oktatdsi szinten megtaldlhaté volt. A latin, mint a tudomany nyelve
szdazadokon at meghatdrozta az oktatds, els6sorban a kozép és fels6foku oktatas nyelvét.
Magyarorszagon az els6 magyar nyelv(i matematika/szamtan oktatasahoz kapcsolhaté
mUivek a 16. szdzad tajan jelentek meg, protestans kiadasban, melyek a kornak megfelel6
szinvonall elemi szamtankonyvek voltak, de protestans kozépfoku iskolakban is hasznaltak
6ket. Ezekben nemcsak a kor tankdnyveinek jellegzetességeivel és a magyar korabeli
szaknyelvvel taldlkozhatunk, de az akkori iskolai alkalmazasokrdl is valamennyire képet
kaphatunk. Az elemi ismeretek mellett igen sok gyakorlati feladat is szerepelt bennik ( Filep,

L. 1997 196-198)



Mardthi Gyérgy (1715-1744) 1743-ban Debrecenben megjelent, magyarul irt, ma is
élvezhetd nyelvezet( hires "Arithmetica"-ja el6szavaban megemliti, hogy olyan dolgokra
igyekszik konyvével megtanitani a didkokat, amelyre a gyakorlati életben sziikségiik van, s
hogy a példak osszeallitdsanal, azokat kilonbozé teriletekrdl valasztotta, hogy a "tanuld
észre vehesse mi hasznai lehessenek a Szamvetés Nemeinek a kézbnséges életben; és
miképpen kelljen bdnni a Szamokkal, az illyen kiilénb6z6 alkalmatossdgokban.”

Kilon részben foglalkozik a konkrét mveletekhez kapcsolddd gyakorlati példdk utan mas, a
mindennapi életben fontos szamitasokkal. Ezek kozé tartozik példaul a "Tarsasag reguldja"”,
amely azokat a szamitasokat mutatja be, amelyekre akkor van sziikség, amikor néhany
kereskedé tdrsasdagba tomorilve bizonyos pénzt bead, s haszon vagy kar esetén ki kell
szamitani a résztvevGk részesedését. Kiilon figyelmet érdemel, hogyan szamit példaul
arnyékbol toronymagassagot.

"Mdsodszor magyardzzuk-meg még azt-is, miképen kell a' Toronynak, vagy mds épliletnek,
vagy él6-fdnak a 'magassdgdt az Arnyékdbdl meg-tudni?

E' pedig igy lehet -meg:

Mikor a' Nap fiit, akdrmikor, egy egyenes rudat, vagy pdltzdt dugj-le a' féldbe, egyenesen,
Onas sinor'mérték szerént. Ennek mérd-meg az drnyékdat, hdany ujnyi? Mérd-meg a' pdltzat
magadt-is, de tsak azt a részét, a'melly kiviil van a 'féldén. Tovabbd azon szempillantdsban
mérd-meg a'Torony ' drnyékdt is, a' hegyitél fogva egyenesen , nem a Torony ' tévéig, hanem
addig a' helyig, a'melly a' Torony tetejinek egyenesen alatta van; és a'hova p.o . a' viz a'
Torony tetejibél le-tseppenne; melly rend szerént a' Torony belsé tdgassdgdnak a'leg-kézepe
szokott lenni. Ird le mar a ' Harmas Reuldban, leg-elél a'pdltza drnyékdt: utdnna a' pdltza
magassdgat, : 3-dik helyre a' Torony' darnyékadt. E' hdrom szdmhoz keress 4-diket. A' leszsz a'
Torony magassdgdnak mértéke. ...

NB. 1.Ha ted-vigydzz, és meg-vdrod ,a'mikor a' pdltzanak az drnyéka egyenlévé leszsz a'
magassdgaval; (melly ndlunk , a' nydri Honapokban , minden nap' meg-esik dél-tdjban; sét
aratdskor még reggeli 9, és dellyesti 3 dra tdjban,) ollyankor a' Torony magassdga is eqgyenlé
az Arnyékdval: és igy nem kell hozzd szamvetés.

NB.2. Ha az drnyék nem egyenes helyen esik, ezzel a' moddal nem lehet élni."

(Maréthi, 1743, 366.-367.0.)

A Maria Terézia dltal kiadott I. Ratio Educationis (1777), mely 1806-ig, a Il. Ratio-ig volt

érvényben, részletesen rendelkezett a kiilonb6z6 iskolatipusokban folyd oktatasrél, melyek:



a haromféle népiskolatipus, a harom évfolyamu grammatikai iskola vagy kisgimnazium, a két
évfolyamu ,human” targyak osztdlya, a kétéves filozéfiai osztaly valamint az akadémiai és
egyetemi képzés.

Az elGirt tankonyvek segitségével lathatd példaul, hogy az alsébb osztdlyokban valdban
torédtek a gyakorlati alkalmazdsokkal, de nem csak ezekben. A matematika haszndnak
megmutatasaval a filozofiai osztalyokban, az elméleti 6rak melletti alkalmazott matematikai
orakon (,mathesis adaplicata”) a Ratio a geodézidnak, a hidrotechnikanak, az épitészetnek
»S mds efféléknek” tanitdsdt irta el6 (Olahné, 1977, 75.0.). Ez a tény is arra mutat, hogy a
gyakorlati tudds kezdett felértékel6dni ebben a korszakban.

A kor tankonyveiben eleinte kizardlag kidolgozott példakon tanitottdk az ifjusagot akarcsak
Marodthi  kordban (vo. Kerekgedei Makdé Pal tankonyvei), kés6bb megjelentek a
tankonyvekben a gyakorléfeladatok is. Az akkoriban még ritkdnak szamité egyik népiskolai

haszndlatra készilt példatarbdl valé a kovetkez6 néhany feladat, amelyekben szintén

taldlkozunk gyakorlati ismeretekkel, szdmitasokkal:

Veress, 1856 Szamolékdnyv 101.0.



Veress, 1856, 33.0.

Az evangélikus iskolak onrendelkezésiikre hivatkozva kivontak magukat a Ratio érvényességi
kdrébél, iskolanként 6nallé tantervvel rendelkeztek. Altaldban nem volt alacsonyabb szinti
a matematika tanitdsa ezekben az iskolakban, mint az dllami intézményekben, s6t
onallésagukat kihaszndlva gyakran valthattak tanterviket is, igy Uj elképzeléseik
megvaldsitdsara, kiprobaldsara is lehetGséglik volt. Némelyik tanterv kitér az alkalmazasok
tanitdsdra is, mint példaul az 1846-ban megjelent evangélikus tanterv. Ebben a
dokumentumban az ,értekezve kérdez6” mddszert tartottdk a legjobb tanitdsi mddszernek,
kiemelték az ismétlés Iényeges voltat és a szamtan —mértan tanitds esetében fontosnak
tartottak az alkalmazasok megmutatdsat. (Olahné, 283.0)

Mivel 1847-t6l a kozépiskolai oktatasban elGirtak a magyar nyelv haszndlatat, egyre tobb
olyan matematika tankonyv jelent meg amelyet idegen nyelv tudasa nélkiil is tanulmdanyozni
lehet. A tankdnyvek sordban taldlhatédk magyarra forditottak, példaul Mocznik Ferenc igen
elterjedten és sokdig hasznalt tankonyvei, de magyar szerz6k mdvei is. Az alkalmazasok
vonatkozasaban keril emlitésre néhany szerz6 és m(, de természetesen a teljesség igénye
nélkal.

Corzan-Avendano Gdbor (1827-1903) matematikus, akadémikus, kozépiskolai tanarként is
mUkodott. Még gimnaziumi mennyiség és természettan tanarként irta az, 1865-ben kiadott,

"Szdmtani példatar"-t az elemi iskolak és a kozépiskoldk alsébb osztdlyai szamdra. A szerz6



tanari munkaja sordn gydjtotte a konyv feladatait. Az "El6szd"-ban tobbek kozott a
kovetkez6t olvashatjuk a gyakorlati alkalmazasok tanitasaval kapcsolatban:
" A mennyiségtani tételek és kévetkeztetések magukban véve csak lres alakzatok, meré
csontvdzak, melyek csak akkor nyernek valddi életet, ha az életre alkalmaztatnak,-elméleti
formdk, melyeknek csak a gyakorlat ad tartalmat. Erezték ezt a mennyiségtan legelsé hései,
mint pl. Newton, Euler stb. kik ezen tudomdny terén évtizedekig tartott nyomozdsaik fényes
eredményeit nem csak tisztan elméleti munkdk, hanem példatdrak alakjdban is iparkodtak
kézleni a vildggal; - érzi ezt minden mennyiségtani tandr is, kinek mindennap van alkalma
meggy6z8dni, hogy az dltala el6adott mennyiségtani tantétel valddilag csak akkor megy dt a
hallgaténak, mint mondjdk- "vérébe", ha azt valamely tényadatra alkalmazva, s igy mintegy
megtestesiilve ldtja."

e Feladat
Gondolja at és fogalmazza meg, mit mond a mai matematikaoktatds szamara ez az idézet!
M.
Egyrészt szél az absztrakt ismeretek gyakorlati hasznardl (,,a gyakorlat ad tartalmat”), de még
inkabb arrdl, hogy az absztrakt elméletekkel a tanulé nehezen banik, ezért a gyakorlati

példak segitsége feltétleniil sziikséges a megértéshez.

Corzan-Avendano Gabor a példatarban, a megoldasok mell6zésével, 3327 (!) feladatot ad
kozre. A feladatok kozott szerepel néhany mechanikus szamitasi gyakorlofeladat is, de a
szovegesek igen valtozatosak témakoreiket tekintve. Szamos statisztikai adat és érdekesség
is felhasznaldsra keriilt a feladatok elkészitésénél. A példatar végén tablazatok segitik a
tanuldkat a szovegben el6fordulé kilonboz6 mértékegységek, pénznemek és egyéb adatok
kozotti eligazodasban, ami ebben a korban nem is volt olyan egyszerd.

A kovetkez6 feladat, melynek valtozatai mai tankoényvekben is fellelhet6k ebbdl a
példatarbdl valé:

"Valaki a villamlds tiineményétél kezdve azon pillanatig, melyben a mennydérgést meghallja,
14 liiktetést érez literén; ezen személynem litere minden perczben 62-t liiktet; a hang pedig
egy mdsodpercz alatt 1038 pdrizsi Iabat halad; mily tavolsagban volt tehdt még a zivatar?"

(1038 padrizsi lab kb. 337,35m) (Corzan-Avendano, 1965, 35.0. 3056. feladat)



Ardnyi Béla pesti gimndziumi mennyiségtan tanar 1871-ben jelentette meg "Betliszamtani
példak gyljteménye" c. konyvét, amelyet "Gymnasiumok és redltanodak fels6bb osztdlyai
szamara és maganhasznalat készitett. Egyik feladata térténelmi feljegyzésen alapul:

"A tdrténelem tanusitja, hogy Hiero syrakusai kirdly egy korona készitésére 20 font
szinaranyat adott dt bizonyos aranymiivesnek. Az elkészitett korona csakugyan 20 fontot
nyomott; azonban Archimedes, kordnak legjelesb mennyiségtuddsa , meg akart gy6zédni
arrdl, valjon az aranymlives nem cserélte-e ki az aranynak bizonyos részét ezlisttel. E végre
Archimedes a korondt vizbe mdrtva mérlegelvén azt tapasztald, hogy az a vizben 1 1/9
fonttal kevesebbet nyom, holott, ha szinaranybdl volt volna csak 20/19=1 1/19 fonttal
kellene kevesebbet nyomnia , mibél bizton kévetkezteté, hogy a korona nem szinaranybdl
késziilt md, mivel az ismert szabdly szerint a szinarany dltaldnos sulydnak 19-dik részét, a
szineziist pedig 10-ik részét veszti el a vizben. Kérdés, mennyi aranyat cserélt ki az
aranymdtives eziisttel? (100.0. 253.f.)

Ez a téma, mas feldolgozasban jelent meg példaul a mar huszadik szdzadi Sutdk-féle 1927-
ben kiadott Mennyiségtan (algebra-geometria) tankényvben:

,Hierd szirakuzai kirdly korondja a levegében 10 kg, a vizben 9 355 kg volt; szamitsuk ki,
mennyi arany, valamint eziist volt benne, ha tudjuk, hogy 19 kg arany, valamint 10 kg eziist
egy-egy kg-mal kénnyebb a vizben. (7 494 és 2 506)

(Sutdk J6zsef, 1927 77.0. 710.f.)

A XIX szazad késGbbi éveinek tankonyveibe belelapozva altaldban elmondhatd, hogy a
gyakorlatorientaltsdg a mindennapi szamitdsok teriiletére korlatozédik, - ha ez egyaltalan
megjelenik,- ugyanis a fels6bb gimnaziumi négy osztaly tankdnyveiben mar alig szerepelnek
ilyen feladatok. Ugyanez a tendencia figyelheté meg a XX. szazad elején is.

Beke Mand (1862-1946), matematikus, egyetemi tandr, akadémikus, a hazai
matematikatanitds korszer(sitésével foglalkozé reformbizottsdg elndke a sziikséges
reformokkal kapcsolatban 1909-ben a kdvetkez6ket irta:

,Még csak egy dologra akarok utalni. Es ez a szémoldstanitdsnak a hidnya. A kézépiskoldbdl
kikeriil6 egyénnek leginkdbb arra van sziiksége, hogy szdmolni tudjon. ...Es mit Idtunk? Azok
a gazdasdgi szamvetések, amelyekre az embernek leginkdabb sziiksége van: a kereskedelmi
kalkuldciok, a kamat- és diszkontszamitds, az dllampapiros és vdltészamitds stb. mind a
harmadik osztdlyban befejez6dnek, tehdt abban a korban, amikor még csak igen kevés

gyermekben van megq ilyen kérdések irant az érdeklédés. Ellenben akkor, mikor ilyen irdnyu



érdeklédés a koriiléttiink nyiizsgé gazdasdgi életbSl mdr a kézépiskolai tanuldban is élénkdilni
kezd: ilyen szamitdsok mdr nem fordulnak elé. ... Az utasitdsok erésen hangsulyozzdk ugyan,
hogy a szdmolds folyton erésen gyakorlandd; de véleményem szerint nemcsak az algebra és
geometria kérében felmeriil6 szdmitdsok gyakorlanddk, hanem a mindennapi élet
szamvetései is.”
(Beke M./Mikola S., 1909, 28-29 0.)
1892-ben, kozépiskoldk szdmdra irt ,Szdmtan a kozépiskolak alsé osztdlyai szamara”
tankonyvének el6szavdban pedig a kovetkez6képpen vélekedik:
~Kényvemben hosszu idén dt tett tapasztalataimat értékesitettem: a tdrgyi kéroket, a
melyeken a szdmtani oktatdst eszkézléom, ugy vdlasztottam meg, hogy az a tanuld
ismeretkérét bévitse, az érdekl6dését minden tekintetben felkeltse és kielégitse. Az élet
tiineményei és viszonyai, az iskola, a vdros az orszdg, a geographiai viszonyok a gazdasdgi, a
kereskedelmi élet elemeinek stb. ismertetése képezi e tdrgyak kérét oly mddon, hogy
fokozatosan fejlessze a statisztikai érzéket, és a nemzetgazdasdgi felfogds elemeit. ,
(Beke , 1892, ElGsz0)

e Feladat
Gondolja at és fogalmazza meg milyen szempontokra hivta fel a figyelmet Beke Mané az
el6bbi részletben:
M.
Az alkalmazasok tanitasa az ismeretek bdvitése, érdeklGdés felkeltése és az érdeklédésnek
megfelel6 ismeretek addsa miatt is fontos. Az is |ényeges, hogy olyan targykordk
szerepeljenek ebben, amelyek az adott korban fontosak, igy ezek kdzo6tt a statisztika elemi és

nemzetgazdasagi ismeretek is megjelenjenek.

Az el6bbiek szellemében késziilt a kovetkez6 feladat is a ,,Feladatok a tizedes szamokkal valé
mUiveletek begyakorlasara” c. fejezetbdl:

A magyar dllamvasutak hossza 1890-ben 5022 869 km. Az osztrak-magyar, dllamvasutak
magyar vonalai hossza 1499 388 km. E vonalakat is dtvette a magyar dllam. Mekkora az
dllamvasutak egész hossza?

(Beke, 1892, 57.0.4.1.)

Varga Tamas (1919-1987) matematikus, a hazai matematikatanitas 70-es nyolcvanas éveiben

bekodvetkezett reformjanak kiemelkedd alakja felhivja a figyelmet az ,igazi” matematika



tanitdsdnak egyre novekv6 igényére, és ezzel kapcsolatosan az alkalmazdsképes tudas
fontossaganak novekedésére:
»A kbvetkezd néhdny évtized lényegesebb dtalakuldst hozhat, mint a megel6z6 évszdzad. A
matematika gyorsan fejlédik, alkalmazdsi teriiletei rohamosan bdéviilnek, ez és az
elektronikus szamoldgépek elterjedése uj igényeket vet fel a matematika tananyagdval és
tanitdsi modszereivel szemben. ... EI&szér is: minél tébb ember szdmdra hozzdférhetévé kell
tenniink a matematika minél nagyobb darabjdt, mert egyre té6bb embernek lesz sziiksége
egyre tébb matematikdra.... Mdsodszor: azon kell lenniink, hogy a matematika egyes
fejezetei és problémdi kézétt is, a matematika és mds tudomdnyok, a matematika és a
mindennapos tapasztalatok ké6zétt is minél tébb dOsszefiiggést ismerjenek fel. Elszigetelt
ismeretelemek és készség-téredékek helyett dsszefliggd, a valdsdgbdl absztrahdlt és a
valdésdgra alkalmazhato tuddst kell adnunk.” (Varga Tamds, 1964 4-5o.)

e Feladat
Gondolja at és fogalmazza meg az el6bbi Varga Tamas idézet f6bb gondolatait!
M.
Felhivia a figyelmet a hatvanas évekt6l tapasztalhatd valtozasok kovetkezményeire az
oktatdsban, amely a matematika tanitdsa szamara a minél tobb ismeret illetve a minél
inkabb Osszefliggésekben, gyakorlati alkalmazdasra képes tudas addasat jelenti.

e Feladat

Belelapoztunk Mocznik Ferencz 1855-ben kiadott mértankonyvébe:



Olvassa el az idézett konyvben taldlhaté 210. kidolgozott példat, majd irja le olyan
megfogalmazdsban, ahogyan az egy mai tankdnyvben is szerepelhetne! Milyen
témakorhoz haszndlna a feladatot?

M.

A feladat atirdsanal lgyelni kell arra, hogy az dbrat megadjuk, természetesen csak a
mérendd tavolsag megaddsdval, a berajzolt haromszogek nélkil, ugyanis ez a feladat
egy, a konyvben szerepl6 korabbi feladatra utal. A megoldds eredeti megfogalmazasa
olyan eljardst ad meg a kor szokdsainak megfelel6en, amelyben szerepel réviden az
eljards helyességének indoklasa is. Ma ezt inkabb Ugy tennénk, hogy el6bb megadjuk az
eljaras lényegét (elméleti hattér), majd megadjuk az eljarast/szerkesztést, amelynek a
leirasa is természetesen mas nyelvezetd lesz.

e Feladat

A 18. szazadban még sokféle pénz volt forgalomban. A pénznemek atszamitasa nem volt
konnyl feladat. A kovetkezd tankdnyvrészletben ehhez taldlunk egy otletet. Gondolja

meg, hogy hogyan tudna megmagyarazni az eljaras helyességét egy mai didk!



(Veress, 1856, 109)

Oldja meg az idézetben szerepl6 tovabbi gyakorlo feladatokat is az emlitett mddszerrel és
nézzen utana tovabbi pénznemeknek és atvaltasuknak ebbdl a korszakbdl.

M.

Példaul a kovetkez6képpen végezhetd a megoldas:

mivel 1 cs.ar=90g és 1f=20g kovetkezik, hogy 1cs. ar : 1f= 90:20=9:2 ezt ugy is irhatjuk,

1csar _ 9

hogy T amibdl kovetkezik, hogy 2 cs.ar.=9f.

A tankonyvben szereplé “jegyzet” csak az eljaradst adja meg, nem magyardzza. Ez, mint
mar emlitettiik, kilénosen a korabbi tankdnyvekre volt jellemzd, példaul Maréthi Gyorgy
Arithmetikdja —ra is.

e Feladat

A Varga Tamas altal szerkesztett fels6tagozatos ugynevezett kockas tankonyvekben
keressen példakat valds szituacidn alapuld feladatokra!

M.

Egyéni



Valosagkozeli nyitott feladatok

A valésagos szituacidkkal kapcsolatos problémdk esetében altaldban tobbféle kezdeti
tényez6 befolydsolhat és ezeket kiilonboz6képpen rogzitve, tobbféle helyes eredményhez is
juthatunk, azaz nyitott problémakrdl van sz6. A feltételek rogzitése alapjan készilt modell
segiti a végil matematikai eszkdzokkel késziil6 megoldast, melyet mindenképpen szlikséges
Osszevetni a rogzitett feltételekkel ahhoz, hogy elddnthessiik, elfogadhatd-e a megoldas az
adott korilmények kozott. Ezutdn még vizsgalnunk kell eredményiink helyességét az eredeti
probléma szempontjdbdl és sziikség lehet arra is, hogy mas feltételek mellett Uj megoldas
késziljon. Ez gyakorlatilag a modellezés folyamata.

A kovetkez6kben olyan feladatokrdl lesz szé, amelyek az el6bbi folyamat teljes vagy
részleges alkalmazasaval megoldhatdk, valamint a megolddsukkal kapcsolatos néhany
modszertani kérdésrél.

Modellezés fogalma

Egy ideje mar a matematikadidaktika is elkezdett foglalkozni a modellezéssel, részben a
»New Math” mozgalom ,hibdinak” ellensulyozasaként, részben az egyre novekvé igény miatt
a matematika alkalmazasaira.

A bevezet( részben leirt modellezési folyamatot Blum igy foglalja 6ssze altalanosan:
JAltaldnossa valt a modellezés megnevezés alkalmazdsa arra a teljes folyamatra, amely
magdban foglalja a strukturaldas, matematizalds, matematikai kidolgozas, és
interpretalds/validalas (esetleges tobbszori végrehajtasat) a végsé, elfogadhatéd eredmény
érdekében”(Blum, 2002). A folyamat lényegét pedig abban latja, hogy ennek soran
valamilyen feladat megoldasdhoz kétoldalu kapcsolatot |étesitiink a valdsag és a matematika
vilaga kozott (Blum, 2007).

Az elkészilt modell és a valdésdg egybevetése gyakran szikségessé teszi a modell
madositasat, esetleges teljes elvetését. A modell és a létrejottéhez sziikséges modellezési
folyamat szoros kapcsolatban van egymassal, és elmondhatd, hogy maga a folyamat éppen
olyan fontos (néha talan még fontosabb is), mint eredménye, a modell.

A kovetkez6kben a modellezési folyamat egy egyszer(ibb és egy tovabbfejlesztett valtozata

lathatd a modellezést leird szamos létezé folyamatabra koziil. A modellezés fogalmanak



leirdsahoz jelenleg ezek, illetve ezeken alapuld dbrak hasznalatosak. (Blum, 2007, Schukajlow

2011)
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PISA (2003)

A modellezésnek ezt az egyszer(,
négylépcs6s ciklusat vették alapul a
soran

PISA felméréseknél, melyek

egyszer( modellezési feladatok

segitségével végeznek felmérést 15

éves tanulok korében.

Ebben a modellben fontos kiegészités a
négylépcs6s modellhez képest, hogy a
szitudcié  megértése, a  szitudciobdl
készitett modell kiilon lépésként jelenik
meg.

E kezdeti lépés utan a tovabbiakban a
modellezés folyamataban csak a szitudcids
modell vesz részt, vagyis az ahogyan a
tényleges szituaciot megértettiik,
értelmeztik.

.Ez az abra kiegészithet6 egy 7. lépéssel,
amely az 1. nyillal ellentétesen mutat és
konkrétan a ,vdlasz megaddsa az eredeti

problémara” a jelentése.

Az el6bbi ciklikus dbrakon, nincs jelezve , kilépés” a folyamatbdl. Ez is jelzi, hogy a hangsuly

els6sorban a cikluson, a folyamat végrehajtasan van.

A valdsagtartalmu szitudciok, problémak megolddsdhoz gyakran van sziikség modellezésre.

Ennek soran tehat elGszor is azok a tényezék keriilnek meghatdrozdsra, amelyeket



figyelembe vesziink a probléma megolddsahoz, majd e rendszeren belll a szlikséges
(lehetséges) matematikai eljdrds megaddsa kévetkezik, amit az ehhez kapcsoléddé megoldds
kovet (kivitelezési fazis).
Végiil kerlil sor az eredmény egybevetésére a valdsagos eredeti helyzettel (elfogadhaté-nem
elfogadhatd) illetve az eredmény értékelése (validacid) azaz annak megadasara, hogy az
milyen korilmények, feltételek esetén érvényes. Ezutan keril sor sziikség esetén a modell
pontositasa, (akar tobbszor is), ahogy erre a korabban emlitett Blum idézet is utalt.
Modellezési feladatnak azokat a feladatokat tekintik a didaktikai szakirodalomban, amelyek a
modellezési ciklussal, annak teljes vagy részleges alkalmazasaval, megoldhatdk.

e Feladat
Keresse meg az interneten is elérhet6 Matematikamddszertani Példatar (Id. irod.) els6
fejezetében a ,,New Math” tanitasi irdnyzatrdl irt részt és olvassa el! Gondolja meg, hogy az
ilyen tanitasi stilus mennyire egyeztethets 6ssze modellezési feladatok alkalmazasaval!
M.
A ,New Math” vagy strukturalista-formalista irdanyzat a matematikat mint tudomanyt
hangsllyozza, az absztrakcié és a szaknyelv preciz hasznalata kiemelt szerepet kap benne.
Ennek megfelel6en legfeljebb olyan modellezési feladatok alkalmazasa képzelhet6 el ennél
az irdnyzatnal, amelyek megoldasandl a matematikai absztrakt modellek készitésén van a

hangsuly. llyenek az iskolai gyakorlatban, kivételes esetektél eltekintve nem szerepelnek.

e Feladat
A modellezési ciklus abrain a ,valds vilag”/,vilag tobbi része” és a ,matematika” elvalasztva
szerepel. Prébalja megmagyarazni, hogy ez miért szerepel igy az dbran és fogalmazzon meg
érveket és ellenérveket az emlitett szétvalasztas hasznalatahoz.
M.
A modellezési ciklus abrdjan szerepl6 ,vilag tobbi része” és a ,,matematika” szétvalasztas
arra utalhat, hogy a modellezés a kiilonésen az utdbbi szazadokban megjelené ,tiszta
matematika” és ,alkalmazasok” kozott teremt kapcsolatot. Az is tény, hogy a matematika
tanitasaban az elméleti rész és az alkalmazasok elkiilonilten jelennek meg altalaban a
tanulasi folyamatban. A modellezés soran viszont az elmélet és a gyakorlat szerves
kdlcsdnhatasban van egymassal.

Lehetséges érvek a szétvalasztas hasznalatahoz:



- Hangsulyozza a kapcsolatot a tisztan matematikai és az azon kivili vilag kozott.
- Figyelemfelkelt6- felhivja a figyelmet arra, hogy ilyen feladatokndl a két , vilag” kozott
kell ,mozogni”, egyébként formdlis (vo. Schukajlow, 2011, 77.0.) .
Lehetséges ellenérvek egy ilyenfajta szétvalasztas ellen példaul:
- Matematika és a valdsag tobbi része szétvdlasztott ,vilagok” maradnak a tanuld
szamdra tovabbra is.
- Hangsulyozza, hogy létezik ilyen két vildg, noha a matematika korabbi térténetében
inkabb a két vilag egysége volt megfigyelhetd
e Feladat
Oldja meg a kovetkezé modellezési feladatot és adja meg a modellezési ciklus konkrét
[épéseit!
Egy ellenzéki part 4 000 000 aldirdst nydjtott be a kormdny egyik uj rendelete ellen. Minden
ujsdg kézolte a hirt és a hatalmas laddk képeit, amelyek az aldirt iveket tartalmaztdk,
valamint szerepelt a képeken 8 kisteherauto is, amelyekre a rengeteg papir szdllitdséhoz volt
sziikség. Valoban ennyi teherautd kellett az aldirdsok elszdllitdsdhoz?
A feladat elvégzéséhez hasznos segitség lehet az interneten elérheté Mddszertani Jegyzet (
Id. irod. ) 29-30. oldalan taldlhato kidolgozott feladat (Vizparti séta).
M.
Példaul a megoldasi eljaras kdvetkez6 lehet:
Meg kell tudnunk (becsiilnliink), hogy hany alairds lehet(ett) egy aldirasgydjté lapon. Egy
teherauté (a nyolc kozil) 500 000 alairast kell, hogy szallitson, azaz 500 000 : (az alairasok
szama egy lapon)= darab oldalt szallit. Meg kell adni ennyi lapnak a tOmegét és ezt
0sszehasonlitani a teheraut6 teherbirasaval.
Felmeriil az a kérdés, hogy elég hely van-e ennyi papirhoz a teherautéban? llletve, hogy
mennyi papir fér el egy teherautdéban? Ez utébbi alapjan az is megadhatd, hogy kb. hany
teherautd elég az elszallitdshoz, ami természetesen tébb, mint amit a feladat kérdezett,
hiszen ott csak annak eldontését vartak, valéban sziikséges-e a 8 darab jarmd.
Egy masoldpapir csomag méretei: kb. 23x32x8 (cm-ben),
Egy dobozban 5 csomag papir van, azaz 10 doboznak kell elférnie. Egy doboz méretei kb.
23x32x40 (cm)

Kérdés, hogy ez hogyan fér el?



Valasszuk példaul kisteherauténak a Ford Transitot, ennek méretei a kdvetkez6k, Hossz:
255,8cm, Szélessége:171,9 cm, Magassaga: 133,8cm Teherbirds max:1028kg., (forras:
Internet)
Ennek alapjan a modellezés folyamata példdul a kdvetkez6 lehet (az el6bbi modellezési
folyamatdabrdak koziil a PISA 2003 [épései szerint):
-korilmények meghatdrozdsa (valds probléma):
térfogat tipusu”, vagy ,tomegtipusd” megkozelités
-Az eljdrds megadasa (matematikai probléma)
A “tomeg” tipusu megoldasi eljards kovetkez6t jelentheti:
Meg kell tudnunk (becsilniink), hogy hany aldiras lehet(ett) egy aldirasgydjté lapon. Egy
teherautd (a nyolcbdll) 500 000 alairdst kell, hogy szallitson azaz 500 000 : (az alairdsok
szama egy lapon)= darab oldalt szdllit. Meg kell adni ennyi lapnak a tomegét és ezt
0sszehasonlitani a teheraut6 teherbirasaval.

-Kivitelezési fazis (matematikai megoldas)
(Adatok, informaciok gydijtése, pl. internetrdl)
Ha egy lapon 20 alairast feltételezlink, akkor 25 000 lap van a teherautén, ez 25 000: 500
(egy csomagban ennyi lap van)=50 dobozt jelent.
Az egy dobozban levé 500 lapnak a felszine 210X297X500~31,19x10° mm?. 1m? papir
tomege a csomagon taldlhatd informdcié szerint (masoldpapir) 80g. Ez a mennyiség
korulbelil 2,5 kg papir.
Az 50 doboz esetében korilbellil 50x2,5=125kg papirmennyiséget jelentene. Azaz egy
teherautéra is elférne.

-Egybevetés a valdsaggal, értékelés (valés megoldas)
A kisteherautok teherbirdsa alapjan joval kevesebb teherautd is elég igy.
A megbeszélésnek mindenképpen targya lesz az a kérdés, hogy elég hely van-e ennyi
papirhoz egy teherautdban? Azaz sziikséges kiegésziteni, mddositani a modellt, tehat a 2.
lépéstSl Ujra (mddositva) végbemegy a folyamat. Ennek sordn a korabbiakban emlitett
térfogatszamitassal kapcsolatos modell késziil e, melynek f6bb gondolatat mar vazoltuk.
Ennek is az az eredménye, hogy nemcsak felesleges a nyolc teherautd, de gyakorlatilag egy is
béven elég.
Tovabbi példakat modellezési feladatokra a 4. fejezetben (Valdsagkozeli feladatok készitése)

talalhat.



Problémameqgoldds és modellezés

A Pélya-féle probléma megoldasi folyamat tekinthetd altalaban barmilyen (matematikan

belili vagy azon kiviili) problémamegoldas menetének.

A problémamegoldas és a modellezés folyamatdval kapcsolatban Greefrath (2007) erés

strukturdlis hasonldsagot emleget, és a modellezési abrat véve alapul hasonld ciklikus abrat

készit Polya Gyorgy probléma megoldasi f6 [épéseihez (Hogyan oldjunk meg feladatokat? vo.

Pélya, 1977):

Matematizdlasi ciklus feladat
megends
|
Wwalos” : malematikai feladat feladat

megoldas N i megoldais -
i A megoldas L
! vizsgélata terv keszigs
|

, i megoldas tery

valos vilag ! .| matemaltikai tEW

probléma i probléma kvitelezése
|
i

valds vildg i maternatikod villdg

abra A modellezési egyszerdsitett ciklus abra Pélya problémamegoldasi
folyamata, Greefrath, 2007 alapjan

A hasonldsag 6 oka nyilvanvaldan az, hogy mindkét esetben problémamegoldasrdl van sz9,

de a modellezési feladatok valds szituacion alapulnak.

Nézzik meg konkrétan, hogyan azonosithatok be példdul a tobblépéses, korabban

ismertetett modellezési folyamat |épései a Pdlya — féle négy 6 Iépéssel:

Modellezési folyamat Probléma megoldasi
folyamat
1. A szituacié megértése A feladat megértése, szoveg,
téma
2. EgyszerUsités, feltételek, | Tervkészités: A  feladat

valos modell készitése

megértése, elemzése




3. Matematikai modell | Tervkészités: megoldasi terv, | Greefrath, 2010,
készitése a terv atgondolasa tablazatanak
4, Matematikai Megoldasi terv kivitelezése felhasznalasaval
feladatmegoldas A problémamegoldas
5. Ertelmezés, kovetkeztetések és a modellezés
a valés modellre folyamatat vizsgalva
6. Ellenérzés, a valdés modell | Visszatekintés: a megoldas | Greefrath (2010) az
értékelése vizsgélata idealizalt Blum/LeiR
7. Vélasz a feladat kérdésére Vélasz a feladat kérdésére 2006 abra alapjan

utal arra, hogy ezek
a folyamatok elméletileg egymas mellett, parhuzamosan tekinthet6k. A modellezés egyes
|épései pl. az adatok feldolgozdsa kilon problémanak is vehetdk, igy az adott [épésnél a
problémamegoldas tobblépéses folyamata kilon is lejatszédhat. Ilyen értelmezés szerint a
Polya féle ciklus tekinthet6 akar a modellezés sordan a matematikai modell részletes

kidolgozdsanak is, azaz egy alciklusnak a modellezési folyamaton (cikluson) bell.

Greefrath (2010) vizsgalata sordn tanuldkat figyelt meg modellezés kozben és arra jutott,
hogy bar elvileg tekinthet6 a modellezés a problémamegoldas szemiivegén keresztiil, ez
azonban a modellezési feladatok speciilis jellegének nem felel meg.

A modellezési feladatok speciadlis jellegét és szerepét a matematika oktatasaban Schukajlow
(2010) tobb szempontbdl vizsgdlta, ennek részletezésére itt nem keriil sor.

A modellezési feladatok jellemzéi és tipusai

A modellezési tevékenység modellezési feladatok segitségével torténik. A modellezési
feladat egy valds tartalmu feladat, amelynek megolddsa sordan a modellezési ciklusban
emlitett ,forditas” a valds vilag szituacidjabol a matematika vildgdba és viszont alapvetéen

sziikséges. (Blum, 2007)
A modellezési feladatok jellemzgit a kovetkez6képpen foglalta 6ssze K. Maal? :

* nyitottak
* komplexek
* valdsagkozeliek

e autentikusak



* problémakdzpontuak

* modellezési folyamat végrehajtasaval megoldhatdk. (MaaR, 2007)
A modellezési feladatok fontos jellemz6je tehat, hogy valds problémdt targyalnak. Ez
0sszhangban van a ,komplex” tulajdonsagukkal, ami arra utal, hogy nem egyetlen
mdvelettel, rutinszerlien megoldhatdé feladatokrél van szé. Komplexitas tekintetében

azonban a modellezési feladatok igen eltéréek lehetnek.

A modellezési feladatok alaptipusai a leird, a normativ, az elérejelzé és a magyardzo

feladatok.

e Feladat
Az interneten elérhet6 Matematikamoddszertani Példatar (Id. irod.) 32. oldalan olvassa el mi
jellemzi a modellezési feladatok egyes alaptipusait és adjon meg tovabbi példakat minden
tipushoz!
M.

Egyéni

A feladatok tipusba soroldsi lehet6ségeinek vizsgalata azért fontos, mert rdiranyitja a
figyelmet arra, hogy tébb olyan szempont is van, amely segitséget ad egyrészt modellezési
feladatok kivalasztdsdhoz iskolai alkalmazasra masrészt ilyen feladatok készitéséhez
kilénbozé célokra.
A kovetkez6kben néhany fontos szempontot tekintlink at, amelyek szerint az alaptipusokon
kiviil tovabbi kiilonb6z6 feladattipusok is elkiilonithet6k:

e A modellezési ciklus alapjan:

1. Ateljes ciklussal torténik a megolddsa

2. Csak a ciklus egy részét hajtjuk végre a megoldasnal
Lehetséges, hogy a modellezési feladat megoldasa soran csak a ciklus egy részének
végrehajtasara van sziikség. Ez a helyzet példaul akkor, ha egy adott modell helyességének
ellenérzése a feladat. Ekkor a ciklus utolsé l1épéseit hajtjuk csak végre.

e A matematika tanulas folyamataban beto6ltott szerep szerint
Példaul valos problémafelveté bevezeté feladat egy témahoz, ebben az esetben a probléma
megoldasa elvezet egy Uj fogalom, Osszefliggés értelmezéséhez, bevezetéséhez. Adott

matematikai tartalmak alkalmazdsdra pedig sokféle modellezési feladat készithetd.



e Afeladat mennyire nyitott
Eszerint példaul lehet: nagyon nyitott, részben nyitott is a modellezési feladat.
Ez befolyasolhatja azt is, hogy egy adott tanuldcsoportnak feladhaté-e egy feladat, hiszen ha
az adott csoportnak nincsenek tapasztalatai nyitott feladatok megoldasa terén gyakran
érdemesebb el6bb kevésbé nyitott modellezési feladatokkal foglalkozni. A nyitottsag
hatdssal van gyakran a megoldashoz sziikséges varhato idére is, hiszen szamitasba kell venni
a lehetséges kiloénb6z6 elgondoldsok megjelenését, amely idGigényessé teheti a feladat
feldolgozasat.

» A feladat Osszetettsége (matematikai tartalom, illetve az adott szitudcid

tekintetében)

Eszerint lehet példaul: nehéz, kdzepesen nehéz, konny(l a feladat illetve: nagyon Osszetett
szituaciot, kozepesen Osszetett szitudciot, egyszer( szituaciot tartalmazo.
Példaul lehet egy Osszetett szituacid sok egyszer(isités utdn végil egyszerli matematikai
tartalmu, illetve egyszer( szituacié esetében is el6fordulhat nehéz, 6sszetett matematikai
tartalom.

e Milyen matematikai terilet(ek), esetleg konkrét témdk szerepelnek (fordulhatnak

el6) a megoldas soran

A modellezési feladatok altalaban tobb teriletet érintenek, de adott feladatok esetében
gyakran megadhaté egy vagy tobb ,f6” terilet illetve témakor. Ez meghatarozza
nyilvanvaléan az alkalmas tanuldécsoport korat is valamennyire. Ebben az esetben

I”

természetesen ,minimumkorrdl” van szd, hiszen a feladatok tobbsége egy-két évvel kés6bb
is minden tovabbi nélkul feladhaté. Az sem ritka eset, hogy egy adott feladat esetében
kiilonb6z6 korosztalyok esetében kiilonb6z6 szintli modellek készithetdk ilyen esetre példa a
6. fejezetben, Toth E. (2013) arnyjatékos példdja.
e Mennyiid6 sziikséges a megolddsahoz

Eszerint lehetnek példaul: két vagy tobb tandrat igényl6, egy tanitasi éra alatt elvégezhetd,
vagy akar ennél is kevesebb id6t igényl6 feladatok.

Mivel a feladatok megoldasahoz lehet, hogy csak az éra egy részére van szilikség, de vannak
tobb 6rdn athuzodo feladatok is. llyen esetben mérlegelni kell, hogy hova illeszthet6k a

tananyagban.

e Afeladat alapanyaganak forrdsa szerint



Eszerint lehet példdul: sajat gydjtott anyagon alapuld, atvett forrdsanyagbdl készitett vagy
meglevd feladat atdolgozasa.
Néhany lehet6ség: Matematikai szemmel jarunk és észrevesszik a korilottink levd vilagban
adott lehetdségeket példaul targyak, szituaciok megfigyelését hasznaljuk fel, szérdélapokat,
Ujsagcikkeket gydjtiink. De a hagyomanyos tankdnyvek vagy példatarak is jol alkalmazhaték.
Feladatkészitésr6l kiillon részben még részletesen sz6 lesz.

e Az informdaciés anyag (rendelkezésre all6 informacidk) megléte alapjan
Ilyen szempont szerint lehet példaul, hogy a feladatban,

- minden informacié adott, részlegesen gydijtés sziikséges,

- ateljes anyag gyUjtése sziikséges de konkrétan megadott célhoz,

- a teljes anyag gy(jtése szikséges de a cél tobbféle is lehet a tanuldk bizonyos

keretek k6zott maguk hatdrozzdk meg a célt.

Torténelmi tavlatok

Régebbi korok tdbb megvizsgdlt tankdonyvében nyitott, gyakorlati élettel kapcsolatos
feladatot nem sikerilt taldalni. A mindennapi életben sziikség volt nyilvanvaléan példaul
gazdasagi, pénziigyi tervek elkészitésére, vagy becslések elvégzésére, de ezekhez a szlikséges
ismereteket a tanuldk konkrét példakon tanultdk meg, illetve el6re meghatarozott/adott
feltételekkel oldottak meg feladatokat. Ez a felfogas az oktatasban részben mind a mai napig
megvan.

Kivételes esetnek tekinthet6 Beke Mand 1909-es Vezérkonyvében megjelent példaja, amely
egy egyszerld modellezési feladatnak is felfoghat®.

,Czél: Szamitsuk ki, mennyi haszna volt egy asztalosmesternek egy szekrényen? (Formdlis
czél: tizedestortek kivondsa)

El6készités: Ha meg akarjuk hatdrozni, az asztalosmesternek mennyi haszna volt, mit kell
tudnunk? Hogy mennyibe keriilt a szekrény és mennyiért adta el.

I. Fokozat. Mire kellett az asztalosnak pénzt kiadni? Az anyagra és a munkdra. Megbeszéli a
tanité a gyerekkel, miné anyagbdl késziilt a szekrény? (deszka, zdr stb.) Ez az anyag 2- 5

frtjiagba keriilt. A munkdért fizetett a legényeinek 5-75frtot.”

(Beke, Vezérkényv, 1909 212-214.0)
Ebben nincsenek megadva el6re az adatok, igy a feladat az eredeti alakjaban kiegészit6

feltételek megadasara szorul, azaz nyitott kezdet( és valds igy modellezésinek tekinthetd. A



tanulék maguk kereshetnek konkrét drakat, am ezt a tényt Beke nem emliti. A
kidolgozdsban megadott adatoknal sem hangsulyozza, hogy esetleg mdsképpen is lehet

szamolni. A példa konyvbeli kidolgozasa frontalis dravezetésre, erds tandri iranyitasra utal.

11111

A tanitasi gyakorlatban meghatdrozé a tanar tanitasi stilusa, ami egyénenként valtozé és a
tanar személyisége, felkésziltsége és tapasztalata hatdrozza meg. Egy tanar tanitasi
modszere tobbféle jellemz6bdl épiil fel, és aszerint, hogy milyen tipusu jellemz6k
dominalnak benne, altaldban besorolhaté valamilyen tanitasi alaptipusba.

e Nézze at a Matematika Mddszertani példatar els6 fejezetébdl a tanitasi stilusokra
vonatkozo részt, és valassza ki azokat, amelyekbe véleménye szerint a modellezési
feladatok alkalmazdsa beleillik.

M.

A stilusok jellemzése alapjan elsésorban a realisztikus, a gyakorlatorientdlt, a projektorientdlt
tanitasi stilus esetén képzelhet6 el modellezési feladatok alkalmazdsa. A problémamegoldd
tanitas kereteibe is jol beleilleszkednek ilyen feladatok. Legkevésbé a hagyomanyos és a

,New Math” tanitdsi modszer alkalmazéasa esetén fordulhatnak el6.
A modellezési feladatok tobbféleképpen beilleszthet6k a tanitdsi érdba, azonban annak
eldontése, hogy mikor és milyen modszerrel keriljenek alkalmazdasra, a tandrra van bizva.

Ehhez tovabbi segitség taldlhatd majd a ,,Mddszerek” fejezetben.

A kovetkez6 részben konkrét vizsgalatok segitségével a modellezési feladatok iskolai

alkalmazasardl lesz szé.

Modellezés a magyar iskolai gyakorlatban

A problémamegoldds magyar oktatasi hagyomanyai jé alapul szolgdlhatnak mindenféle Uj és
Ujszer( tartalom tanitasahoz, igy a magyar NAT 2012-ban mar hangsulyosan is megjelené
modellezés tanitasahoz is.

Felmerul tehat a kérdés, hogy mennyire lehet tdmaszkodni ezekre a hagyomanyos

problémamegoldd alapokra a modellezési feladatok megolddsa soran.



Mivel a magyar matematikadérakon modellezési feladat még alig fordul el6, az is kérdésként
jelentkezik, hogy ,vajon hogyan oldanak meg el6zetes tapasztalat nélkil modellezési
feladatokat magyar didkok?”

Magyar fiatalok szoveges feladatok megoldasaval kapcsolatban mar tobb felmérés is készilt
(Csikos et al.2011), Ezek kozil az egyikben 5 egyszer(i modellezési feladat esetében 4000
tanulé valaszat elemezve vizsgdltak, milyen tipusu valaszokat vdlasztanak 10-11 éves tanuldk
3 vdlasztipus kozil: (a) feladatmegoldasi rutinon alapulé nem realisztikus (b) szdmokkal
kifejezett vdlasz, amely figyelembe vesz realisztikus tényezdéket (c) realisztikus valasz amely
kitér a szituaciébdl adédd problémakra a feladat megoldasaval kapcsolatban, de ezekre
hivatkozva azt allitja, hogy a feladat nem megoldhaté.

Az el6bbiek koziul a (b) vdlasz jelenti a modellezési megoldast. A szerz6k leirjak, hogy a
feladatok valds szitudcioja ellenére a tobbség nem valds vélaszt vdlasztott. Fontos azonban
megjegyezni, hogy a (b) —t valaszték ardnya tobb feladat esetében megkdzelitette, sét volt,
hogy meg is haladta a nem valds (a)-t valasztok aranyat. Viszont csak a tanuldk 26,4%-a
adott legaldbb 4 feladat esetében (b) tipusu valaszt.

A felmérés szerint azoknak a matematikajegyének atlaga, akik mind az 5 esetben a (b)-t
valasztottak 4,43.

Ha nem is teljesen igaz, hogy a jo jegy és a j6 problémamegoldd képesség egybeesik, de az
elébbiek alapjan is ugy tlnik, hogy a jobb problémamegoldék jobban oldanak meg
modellezési feladatokat.

Az el6bbi témat tovabb gondolva keriilt sor magyar tanulék korében a kdvetkez6 kérdések
vizsgalatara:

e Mennyire kozelitenek meg ,,modellezéssel” egy modellezési feladatot?

e Milyen stratégidkat hasznalnak modellezési feladatok megolddsahoz és mennyire
ismerik fel stratégidk jelent6sét a modellezési feladatok megoldasanal és ez a
felismerés mennyire van 6sszhangban a tényleges feladatmegoldasukkal?

A tovabbiakban rovid betekintés kovetkezik ezekbe a vizsgalatokba, mely nemcsak a
modellezési feladatok tanitdsaval kapcsolatban szolgal informacidkkal, tapasztalatokkal, de
izelit6t is ad a téma maddszertani kutatasabdl.

Az elsé kérdés gyakorlatilag a tanuldk modellezési kompetenciajara kérdez.

A modellezési kompetencia magdban foglalja azokat a képességeket és készségeket, amelyek

lehetévé teszik a modellezési folyamat célra iranyulé megfelelé végrehajtdsdat, valamint a



szdndékot is, hogy ezek a képességek és készségek gyakorlati alkalmazdsra keriiljenek.
(MaalR, 2004)
A modellezési kompetencia mérésére tobb lehetdség is van, kilonboz6 korlatokkal (Riebel,
2010). Riebel emlit egy olyan mddszer is, amelynél az egyes modellezési |épésekre kapnak
pontot a didkok. De a mddszer buktatdja, hogy aki példaul nem megfelel6 modellt allit fel, a
tovabbi pontokat is elveszti.
Téth B. (2014) tudomanyos diakkori dolgozata szerint szerint érdemesnek tinik tehat ezt
kikertlni és azt a mddszert alkalmazni, hogy ha a tanulé hibazik, de utana helyesen folytatja,
a kovetkez6 |épésre kap pontot.
Mivel a folyamat vizsgalata allt a kdzéppontban, igy nem a kapott eredmény, hanem a
megoldas tervezése volt a lényeges. A modellezési folyamat vizsgalata a kovetkez6 l1épések
alapjan tortént.
1. A valds problémabdl matematikai probléma
2. A matematikai probléma megoldasa.
3. A kapott matematikai eredménybdl valds eredmény
4. A valds eredmény értékelése. (Téth B. 2014)
A vizsgdlathoz Téth Bettina harom korcsoport szdmdra, azonos szitudcidobdl kiindulva
(olimpiai stadion) készitett modellezési feladatokat, majd ezeket egy iskola tébb mint 120
tanuldjaval megoldatta.
A harom feladat komplexitds tekintetében tért el egymastdl, mindharom a 2012-es Olimpiai
Stadion befogaddképességével illetve méreteivel volt kapcsolatos. Mivel a vizsgdlatra 2012
6szén kerllt sor egy magyar kisvaros gimnaziumaban, a 7-11. osztalyokban, ez igen aktualis
témanak is szamitott a nyari Londoni Olimpiai jatékok utan. Minden évfolyamon 2 csoport
(normal és emelt szint) oldotta meg a feladatokat el6zetes modellezési tapasztalat nélkul. A
megoldasra korilbelul fél 6ra allt a tanuldk rendelkezésére.
Az eredmények részletes kiértékelése megtalalhaté a dolgozatban. EbbSl most csak a
kovetkez6ket emeljiik ki:

e A 124 tanuld kozil az els6 lépést 60 esetben tették meg a tanuldk, azaz készitettek

modellt a feladathoz.
o Legkevésbé a 4. |épés a valds eredmény értékelése jelent meg a munkakban.
e Leginkdbb azok irtak valamilyen értelmezést megoldasuk végén, akik kételkedtek az

eredményiikben.



e Akik tudtak valamit kezdeni a feladattal, azok 3 lépést végre is hajtottak és ennek
alapjan valamilyen eredményhez is jutottak.

e Erdekesen alakul a korcsoportonkénti 4atlagos lépésszdm. Majdnem minden
korcsoportra igaz, hogy az emelt szinten magasabb az érték. Az eredmények alapjan,
magasabb évfolyamokon valamivel magasabb érték tapasztalhatd, de a tendencia
nem linedris.

e Minden korosztdlyra érvényes, hogy bar sok modell megjelent, ezek csak ritkan
voltak elfogadhatdak. A hetedikesek kozott kimondottan sok olyan megoldas volt,
ami helytelen 6sszefliggést vett alapul a futdpdlya szélessége és hossza kozott. Az is
el6fordult elég gyakran, hogy j6 elképzelésekkel indultak, de a képet nem tudtak
felhasznalni munkajukban, teljesen a széveg alapjan prébaltak dolgozni.

o Az el6z6leg elképzelt megolddsokhoz képest inkdbb egyszerlibb modelleket
készitettek, sok megoldds inkabb hasralitésszer(i becslés volt indoklds és magyarazat
nélkal.

A masodik kérdés vizsgdlatdhoz, a tudatos probléma megoldasi stratégiak alkalmazasanak
megfigyeléséhez a ,selbstberichtete Strategienutzung” (Schukaljov/Leiss, 2011) maddszer
keriilt alkalmazasra (Ambrus, G. 2013). Ennek sordn a tanuldk miutdan megoldottdk a
modellezési feladatot, egy kérdGivet kaptak a feladatra vonatkozé a sajat
stratégiahasznadlatukra iranyuld allitasokkal. A megoldasuk alapjan kellett eldéntenitk, hogy
mennyire értenek egyet az adott stratégia hasznalataval a feladat megoldasa soran. A

szakirodalomban szerepl6 allitdsok keriilt ek felhasznaldsra, egy a feladathoz ,szabott”

modositott allitasrendszer készitéséhez.
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A képeken a 2012. évi Londoni Olimpiai Stadion lathaté.
Az éplilet 80 000 ember befogadasara képes.

Itt rendezték a legtobb atlétikai versenyt, igy a palya alkalmas

<l § 400 méteres futdversenyek és 100 méteres sprintfutasok

szervezésére is. lzgalmas lehetett ezeket a versenyeket a leheté

legkdzelebbrdél megtekinteni.

Vajon hany nézd fért el az alsé szint legelsé sordban? ird le,
hogyan gondolkodtal
Toth B. feladata

A kovetkez6 allitdsokat osztalyozd 1-5-ig szdmokkal aszerint, hogy mennyire igazak

arra, mit tennél a sikeres feladatmegoldas érdekében.

Ennek a feladatnak a megolddsanal

1. néhany mondatot Ujra elolvasnék

2. afontos adatokat a szovegben kiilon megjeldIiném, példaul aldhuzassal.

3. megoldasi tervet készitenék.

4. vazlatot, dbrat készitenék.

5. tobbszor ellenérizném kodzben, hogy jo Uuton haladok-e a megoldas felé.
6. hasonlé feladatot keresnék, és meggondolnam azt hogyan oldottam meg.
7. afeladatot részfeladatokra bontanam megoldas el6tt.

8. egyszerlsiteném a feladatot, és el6bb ezt a valtozatot oldandm meg.

9. végil meggondolnam, hogy az eredményem korilbelll megfelel6-e.

Abra: A kérdéiv a feladat megoldasa utén

Négy budapesti kozépiskolai tanuldval készilt hang illetve videofelvétel a stadionos

feladatok kozil a 9-10 osztalyosoknak készitett vdltozattal, 2013 tavaszdn. Erre a

feladatvéltozatra azért esett a valasztas, mert az eredeti terv szerint kilonféle évfolyamon

tanuld diakokkal akartuk megoldatni a feladatot és komplexitasat tekintve ez illett legjobban

ehhez a feladathoz.

A didkok azt a feladatot kaptak, hogy minél részletesebben mondjak is el gondolataikat

megoldas kozbe. A felvételre a szaktanar javaslata és kérése alapjan a tanuldk onként




vallalkoztak és lyukas érdban illetve tanitds utan kerlt sor az interjura. A szaktanar rovid
bemutatast adott el6zetesen a tanuldkrdl. A négy vizsgalt személy kozil hdarom tanuld
ugyanabba a gimnaziumba és azonos, 11. osztdlyba jart.

Géza': A laza okos tipus. Otlete 4ltaldban azonnal van, kedves, de id6nként kevésbé
megbizhatd. (A felvétel id6pontjaban is példaul nem a megbeszélt helyen vdrakozott, de
szerencsére megtaldltuk.) Szeretne jobb lenni, fontos neki, hogy mit ér el matekbdl, de
idénként az 6tost nem éri el. El6z6 évet kiilfoldon toltotte, ebben az évben kerilt az
osztalyba.

A feladathoz nyugodtan kezdett hozza, lathatdan értette, mit kell tennie. Vazlatos rajzot
készitett, miutan elsé tervét a képen lathatd sorok szama alapjan torténd becslést elvetette,
Gyakorlatilag végighaladt a jelzett 4 modellezési |épésen a végss értékelés kivételével-
megolddsa soran a stadion alakjat kornek tekintette és r= 180/2 =90 m-rel szamolt- és egy
elfogadhaté eredményt is kapott (kb 700). A feladat megolddsahoz kb. 11 percre volt
sziiksége.

Legfontosabbnak (4 és 5 osztalyzat) az Ujraolvasdst, vazlatkészitést, a megoldas kozbeni
ellen6rzést, a részfeladatokra bontdst és a végsG kontrollt tartotta. Ezek a stratégidk
megoldasaban megjelentek, a végsd értékelés kivételével.

Zsuzsi: Nagyon aggalyos tipus, de utana tokéletes dolgozatokat is képes irni. Aprélékos, Ujat
nemigen tud hozzatenni dolgokhoz, viszont igen kotelességtudd. Inkabb végrehajtja azt, amit
tanitanak neki, de megbizhatdan 6tos.

A feladat meglepte. A megolddshoz kizardlag az abrat haszndlta, a rajz alapjan becsiili a
keriiletet, kozben prébalgat és tobbszor elveti a becsiilt értéket- a rajz alapjan. Végil kozel
500m-nek veszi a keriiletet és kb. 880-nak a néz6k szamat az els6 sorban (60cm egy
embernek). A négy lépésen végigmegy, de a végsé eredményt nem értékeli. A megoldas
korulbeliil 12 percet vett igénybe.

Legfontosabbnak az Ujraolvasast, az abra és rendezést, a sajat haladasanak vizsgdlatat a
megoldas kdzben, a részfeladatokra bontast, egyszer(isitést és a végsé kontrollt itélte. Ezek
kozul az Ujraolvasas, az abra és a rendezés, az egyszer(sités (csak az abrabdl dolgozik),

jelenik meg a megoldas soran.

! A neveket megvaltoztattuk.



Arpdd: 16 matekos és érdekl6d6. Kreativ, de nehezen fogadja be az Uj informacidkat. J6
problémamegoldd, gyorsan tud atlatni dolgokat. Viszont nehezen adja fel, ha valami nem
megy, inkabb kinlddik, problémazds alkat.

Lathatéan nagyon zavarja a feladat, elmonddsa szerint valamilyen nehéz
matematikafeladatot vart. Nem érti mit varnak téle, tobbszor prébalja megtudni, hogy jé
Uton jar-e, szeretne megfelelni. Abrat készit, a belsd palya keriiletéhez a félkdrok és az egyes
részek hosszat becsiili, ebbdl becslést ad az atlagos sugarhosszra és utana korrel szdmol. 836
f6 lesz az eredménye, soknak taldlja, és ezért az dbrabdl, ranézésre végll 700-nak becsili a
néz6k szamat.

A megoldds kb 24 percet vett igénybe. A négy jelzett modellezési |épés a végsd értékelés
kivételével gyakorlatilag megjelenik ndla.

Legfontosabbnak a rendezés —abra-t, az egyszer(sitést, és a végs6 kontrollt tartja.

Ezek kozil megjelenik nala: az abrakészités, az egyszerUsités tobbszori kisérlete, a végsé
kontroll-a kép alapjan, de az elfogadott 700-as eredményt mar nem gondolja at.

Erdemes megjegyezni, hogy a megoldasanal a kevésbé fontosnak itélt stratégiakbdl (1-2) a
terv készitése (kicsit elnagyoltan), analdgia keresés (de nem talal), elég jol halad-e
(visszakérdezés formdjaban) megjelenik.

Zoli: a negyedik tanuld is 11.-es, mivel kéttannyelv(i gimnaziumba jar, ez 10. osztalynak felel
meg az el6készit6s év miatt. Gyors gondolkodasu, j6 matekos. Szereti hamar megcsindlni a
dolgokat, kimondottan eredménycentrikus.

Hosszasan gondolkodik, de csendben. Felszélitasra lassan kezd beszélni. Az dbrabdl prébal
dolgozni. 72 szektort szamol 6ssze és ennek alapjan 80 000:72 alapjan 1111 embert gondol
egy szektorba. Itt megakad. Eddig kb. 4 és fél perc telt el. Majd masképpen folytatja, a palyat
egy 100x100-as négyzetnek feltételezi, egy oldalan 250 embert szamol, igy dsszesen 1000
ember Ulne az els6 sorban. A felvételt készit6 tandr megkérdezi, hogy realis-e az eredmény?
Erre az el6bbi 40 cm-es emberenként helyet 50-re javitja, mert az tul kicsi lenne és 800
embert kap végdl.

A megoldas valamivel tobb. mint 11 percig tart, a négy modellezési 1épésen gyakorlatilag
végigmegy.

Legfontosabbnak a rendezés —dabrat, annak ellenérzését, hogy jél halad-e, és a végsé
kontrollt itéli. Ezek megjelennek megoldasaban, de a végs6 kontroll csak felszdlitasra, illetve

a 800-as eredményrdl mar nem nyilatkozik.



A tapasztalatok rovid 6sszefoglalasa a két vizsgalat alapjan:

e A modellezési lépések elég jol megjelentek a tanuldk munkaiban, annak ellenére,
hogy ilyen feladattal gyakorlatilag nem is taldlkoztak, azaz sokan kozelitenek
,0sztdndsen” modellezéssel a feladatokhoz.

e A modellezési |épések megjelenése nem jar egyltt szikségképpen elfogadhatd
megoldassal, s6t...

e A jobb problémamegoldék jobban boldogulnak a feladat nyitottsagdval, amire itt a
megjelen6 magasabb atlagos |épésszam alapjan illetve az interjukbdl lehetett
kovetkeztetni. Ez utdbbi esetben lathatéan probal az is megoldast késziteni, akinek a
feladat nyitottsdga nagyon idegen- feltehet6en ez okozta a magasabb |épésszam
atlagot az emelt szint(i csoportokban is.- Azaz a jobb problémamegolddk megoldandé
problémat [atnak, és nem riadnak vissza. Valdszin(sithet8 az is, hogy ebben erdsen
segiti 6ket a matematikaval szembeni pozitiv beallitottsaguk is.

o A tervezés és a végs6 értékelés gyakran elmaradt mindkét vizsgdlat esetén. A
tervezést a kilon vizsgalt négy tanulé nem tartotta fontosnak, viszont a végsé
értékelést igen, viszont ez megoldasukban nem vagy csak részlegesen jelenik meg.

o A feladatmegoldashoz a j6 problémamegolddknak ugy tlinik, sok stratégia eszébe jut
a feladattal kapcsolatban, annak megolddsa utan, de ezek csak részben jelentek meg
a feladatmegolddsban. lehet, hogy inkdbb utdlag tudatosult benniik, mi minden. is
hasznalhato (lett volna)

o A személyiség és konkrétabban a matematikai gondolkodasmdéd (mathematical
thinking style Borromeo Ferri, 2010) is belejatszik erésen a feladatmegoldasba ez itt
is érezhetd volt.

Koévetkeztetések

e Biztatd az az eredmény, hogy elGismeret nélkil is a modellezési folyamat f6bb lépései
megjelennek, a modellezési kompetencia alapvetd vondsai megvannak elsGsorban a
jobb problémamegolddknal.

e J6 hatasu lehet modellezési feladatok el6tt tudatositani, milyen feladatot oldunk
meg, miben mdas ez, mint a hagyomanyos feladatok. Ez kiléndsen a gyengébb

teljesitményliek esetében segithetné a feladatmegoldast.



e Nem lehet a tanuldkat ,magukra hagyni” ezekkel a feladatokkal- kiléndésen amikor
még jaratlanok ilyen feladatok megoldasaban. A tanari biztatas, segité kérdések
mellett az interjuk alapjan érezhet6, hogy ha egymdssal megbeszélhetik
(megbeszélhették volna) a feladatmegolddst nemcsak tobbet is kihoztak volna
magukbdl, hanem pozitivabb érzésekkel is tdvoztak volna a megoldds utan.

Ez utébbi azért is fontos, mert a negativ érzések a modellezési feladatok irdnt tovabb
gatoljdk az alkalmazdsok felé irdnyuld transzfer létrejottét- igy a modellezési
feladatokkal a segités helyett inkdbb gatoljuk az alkalmazasi folyamat |étrejottét.

e Feladat

Borromeo Ferri, (2010, 105.0.) haromféle gondolkodasi tipust kilonit el 9-10 osztalyos

tanulék korében végzett vizsgdlata alapjan. A gondolkoddsmodok roviden a

kovetkez6képpen jellemezheték:

o Vizuadlis gondolkoddsmod (visual thinking style): El6térbe helyezi a belsé képi
megjelenitést és a képi megjelenitések kiilsé kivetitését. A matematikai ismeretek és
Osszefliggések megértésénél elGszeretettel alkalmaz holisztikus reprezentacidkat. A
belsé6 elképzelések gyakran asszocidlnak valamilyen megélt szituaciora.

o Analitikusan gondolkoddsméd (analitical thinking style): ElGtérbe helyezi a belsé
formalis megjelenitést, és a formalis megjelenités kiilsé kivetitését. Képesek arra,
hogy matematikai ismereteket, Osszefliggéseket meglevé szimbolikus és verbdlis
reprezentacio segitségével értsenek meg, és ezt a moddszert el6térbe is helyezik.
Ennek soran lépések sorozatan keresztiil jutnak el leginkabb céljukhoz.

o Integralt gondolkodasmdd (integrated thinking style): Az igy gondolkoddk a két
gondolkodasmodot kombindljak és képesek rugalmasan valtani is a vizualis és
analitikus reprezentacid és eljaras kozott.

A leirt négy tanuldi feladatmegoldas alapjan prébalja eldénteni, melyik tanuldra
melyik gondolkodasmad a jellemz6 inkabb.
M.
A tanulok megnyilatkozasa csak roviditve olvashatod, de az alapvet6 gondolkoddasmadd elég jol
kirajzolodik bel6le. Természetesen a felvétel részletes elemzése illetve tovabbi

feladatmegoldasok vizsgalata nélkil teljes biztonsaggal nem allithatdk a kovetkezdk.



Géza: integralt (gondolkodasmdd) g.m., amely kissé analitikusba hajlik. Vizudlisan indit, a
redlis szituacidban dolgozik, majd ezt elvetve késziti el matematikai modelljét, amellyel
eredményesen dolgozik.

Zsuzsi: vizualis g.m., inkdbb a képet ragadja meg, matematikai ismereteket gyakorlatilag nem
kivan ,el6hivni”, kevés indoklasat is kép illetve a szituacio alapjan adja.

Arpad: analitikus g.m., régtén matematikai modellt készit, sokat gondolkodik, matematikai
ismereteket mozgdsitva. Végiil szinte lemond errél a modszerrdl és a kép alapjan becsil. Sok
verbdlis, matematikai tartalmu megnyilatkozas.

Zoli: analitikus g.m., rogtdon matematikai modellt készit, ezt elveti és Ujabbat készit.

Elképzeléseit szamitdsokkal tobbszor korrigalja.
A modellezési feladatok megolddsaval kapcsolatos megfigyelések kozott kilon figyelmet
érdemel a nehézségek vizsgalata, hiszen ezek a feladatok szokatlanok és még a jo

problémamegolddk szamara is gondot okozhatnak.

Nehézségek modellezési feladatok megolddsa sordn

A modellezési feladatokkal kapcsolatos nehézségek f6 okaként a szakirodalomban tobben a
feladatok kognitiv igényességét emlitik (Blum, 2007, Schukajlow 2011).

A tanuldk szamdra a modellezési feladatok megoldasa tobbféle ok miatt is nehézséget
okozhat. A feladatszoveg, a szituacid megértésével kapcsolatban, valamint a feladat nyitott
voltanak kezelése soran varhaté elsGsorban probléma. Az el6bbi annak alapjan, hogy a
szoveges feladatok megoldasanal ez rendszeresen jelentkezé gond, mig az utdbbi esetében
azért, mert a feladatok hagyomanyosan zartak, igy a nyitott, leginkabb a nyitott elejd és végl
problémdak megértésbeli gondokat okozhatnak, bizonytalansagot kelthetnek. Ez utébbira az
el6z6 részben is lathattunk példat.

A magyar oktatasi hagyomanyokban a tobbféle megoldasi Ut keresése nem ismeretlen, igy
azok a szintén nyitottnak szamitd feladatok, amelyek latszélag zartak, de megolddsuk
tobbféle dton is lehetséges kevésbé okoznak gondot. A modellezési feladatok tobbségénél
azonban a nyitottsag éppen nem a feladat megoldasi Utjanak sokszinlségében rejlik, hanem
a feladat megfogalmazasanak nyitottsagaban. Ez pedig nemcsak a magyar, de példaul a

német iskolasok szdmara is problémat okoz (Schukajlow, 2011).



Magyar kozépiskolas tanuldk korében végzett felmérések (Téth B. 2013, Ambrus, G. 2013)
tobbféle nehézséget is emlitenek, de ugyanakkor arra is ramutatnak, hogy nem idegen a
tanuldk tobbségétél a modellezés, a modellezési feladatok megoldasa.

Tanulék tényleges modellezési tevékenységét és az igy felmerllé problémadakat és
lehetGségeket vizsgalta Borromeo Ferri (2010), és kiemelte az egyéni utak jelent&ségét attdl
fliggdben, hogy milyen gondolkodasi tipust a megoldo.

Bonyolultabb modellezési feladatok jelenlegi matematikatanitdsi integraciéjanak
lehet&ségeit vizsgalta K. Mass egy hdnapokon at tarté vizsgdlat keretében német iskoldsok
egy csoportja korében (Mass, 2004). A kutatdsi eredmény szerint pozitiv fejlédés volt
tapasztalhato a modellezési kompetencia terén a tanuldk tobbségénél és az is kiderilt, hogy

7. osztalytol a modellezési kompetencia fejlesztése lehetséges.

Tobb projektben szerzett szdmos tapasztalatra hivatkozva Blum megjegyzi, hogy a
modellezés tanulhaté (Blum, 2007). Ehhez megfelel6 éraszerkezetet, a tanuldk kognitiv
aktivitasanak fokozasat valamint hatékony és tanuldorientdlt dravezetést javasol. Véleménye
szerint tobbek kozott érdemes kevésbé komplexebb feladatok megoldasaval kezdeni, és a
komplexitast lassan fokozni a tovabbiakban.
Modellezési feladatok alkalmazdsanak megkezdésekor az adott tanuldcsoportban gyakran jol
alkalmazhatd az ugy nevezett Iépésenkénti mdodszer. Ez azt jelenti, hogy a tanar az adott
szitudcié feldolgozasat kérdésekkel, segédinformaciokkal irdnyitja, de teret enged tovabbi
tanuldi kérdéseknek is. De természetesen megteheti azt is, hogy felveti a valdsaggal
kapcsolatos problémat, és a konkrét probléma (problémak) megfogalmazdasat, illetve a
kidolgozast (tobbféle lehetGség!) teljesen a tanuldkra bizza, biztatva, esetleg rovid
tanacsokkal segitve Gket. Mindkét mddszer lehet sikeres. (Blomhoj/Jensen, 2003.)

e Feladat
Oldja meg a kovetkez6 modellezési feladatot és gondolja meg, hogy milyen kérdésekkel
segitené a megolddsat szlikség esetén. Hanyadikosokkal oldatna meg?
Kdroly egy kisvdros kiilvdrosi részén lakik, kériilbeliil 4 km-re a kézponttdl és igy kb. 17 km-re
a legkézelebbi kedvezményes benzint druld benzinkuttdl, ahol az aktudlis drndl 10 Ft-tal
olcsobb a benzin litere. Oda a kérnyékre, csak tankolds céljabol menne.
Szamitsd ki, hogy az aktudlis MOL benzindr mellett mennyit sporol meg kériilbeliil, ha

kedvezményesen jdr tankolni?



Szerinted részt fog-e venni az akcioban?

M.

Példaul a kovetkez6 megoldas készithetd:

Tegylik fel, hogy van egy 7 I-es orszaguti fogyasztasu autdja, 50 |-es benzintankkal.

Egy tankolas soran 50-szer 10 Ft-t, azaz 500 Ft-ot spdrol meg.

7-300
7:300 _ 5
Ha a benzin arat 300 Ft/I-nek vessziik példaul, akkor 100 Ft/km a kéltsége. Egy Ut oda-

vissza ennek 34-szeresébe, azaz 583,1 Ft-ba kerlil, igy ezzel az autéval nem fognak Tokodra
jarni.
Megallapodhatunk abban, hogy pl. 200 Ft megtakaritdsa esetén mar érdemes az adott

toltéallomasra menni. Ekkor a benzinkdt legfeljebb 238 ~ 7,1km-re lehet.

Ha 6 I-t fogyaszt, akkor 18 Ft/km a koltség, ekkor az Ut Tokodra és vissza 612 Ft lenne. Ha a
tank Grtartalma csokken még kedvezétlenebb a helyzet.
Altaldban elmondhaté, hogy a minél nagyobb tank és a minél kisebb fogyasztasu az autd,
akkor a kedvez6 a diszkont benzinarral valé tankol3s.
A tapasztalatok szerint a tanuldk szamara a legnagyobb problémat a feladat nyitottsaga
okozza. Ugy érzik nem megoldhaté a feladat, hiszen nincsenek adatok megadva. Erdemes
segitségilikre lenni abban, hogy megfelel6 feltételeket hatdrozzanak meg a modell
elkészitéséhez, és hogy beldssdak, hogy az adatok alapjan tobbféle helyes eredmény is
szlilethet.

e Feladat
Gondolja meg, hogy milyen nehézségeket okoz a tanar szamdra modellezési feladat
alkalmazasa a tandran, és ezek a nehézségek hogyan kiizdheték le.
M.
Az 6ra komplexebb, nehezebben tervezhet6 el6re, és matematikan kiviili ismeretek is
sziikségesek. Kevés anyag all a tanar rendelkezésére az 6ra tervezéséhez. Ezeket emliti Blum
(Blum 2007), de megjegyzi, hogy az utébbi mar Németorszdgban nem all fenn, hiszen sok
kiadvany foglalkozik modellezési feladatokkal illetve tartalmaz tandran hasznalhaté
feladatokat.
Az elGbbiekhez még hozzatehetd, hogy Uj ismeretek is sziikségesek mind a modellezési
feladatokrél, mind a felhasznalasukkal kapcsolatos mddszertani tudnivalokrél, ez, valamint

az orakra valé késziilés id8igényes, akarcsak a modellezési feladatok alkalmazasa, hiszen egy-



egy feladat megolddsdhoz sokszor legaldabb egy teljes tandra sziikséges, marpedig az id6
kevés- hangzik a tanarok gyakran hangoztatott érve.

A nehézségek leklizdéséhez javasolhatd az ©nképzés illetve tanartovdbbképzés, tanari
szemléletvaltas, illetve annak atgondolasa, hogy hol jut id6 egyszerlibb és mikor hosszabb
lélegzetvételld modellezési feladat megoldasara. Erdemes meggondolni, hogy a tapasztalatok
szerint az év vége felé az utolsé egy-két hét jol kihaszndlhatd dltaldban modellezési, akar

hosszabb feladatok megoldasdra is, de erre sok iskoldban, ki tudja miért, mégsem kerdl sor.

Modellezési feladatok értékelése

Az értékelés sordn a tandr onmaga és a tanuldk szamara is megfogalmazza, hogy adott
ismeretek, eljarasok, folyamatok mennyire sikeresen jelennek meg a tanuldk
ismeretrendszerében.

Az értékelés kérdését a tovabbiakban a modellezési feladatok esetében a gyakorlati
lehet6ségek szempontjabol vizsgaljuk.

A modellezési feladatok esetében a feladatok nyitottsaga miatt, azaz a modelltél illetve a
modellhez rogzitett konkrét feltételektsl fliggéen tobbféle helyes eljards és eredmény is
l[étezhet. Mig a zart feladatok esetében sem helyes csak a végeredményre koncentrdlva
megitélni, - azaz annak helyes vagy helytelen voltabdl - a megoldas egész folyamatat, a
modellezési feladatok esetében ez gyakorlatilag nem is j6het széba. Mivel a modellezési
feladat megoldasa sordn az elvégzett folyamat a meghatarozo, igy ennek alapvetd szerepe
van a megoldas értékelésében is.

Példaul értékelhetd, egyéni munkajuk alapjan, hogy hany modellezési 1épést végeztek el
(Toth B. 2013), illetve hany modellezési lépést végeztek el jol/kdzepesen/helytelenil vagy
egyaltaldn nem tanuldk megoldasuk a soran. A csoportban végzett munka értékelése is
torténhet hasonléképpen (Maal}, 2007). Az emlitett értékelési mddokkal elsGsorban az
illet6k modellezési kompetenciaja keriil értékelésre.

A modellezési kompetencia magdban foglalja azokat a képességeket és készségeket, amelyek

lehetbvé teszik a modellezési folyamat célra irdnyuld megfelelé végrehajtdsat, valamint a
szdndékot is, hogy ezek a képességek és készségek gyakorlati alkalmazdsra keriiljenek.
(Maaf3, 2004)

Az értékelés flugg attdl, hogy milyen jellegli a modellezéssel kapcsolatos feladat, milyen

nehézségl, mi volt a feladat konkrét célja, mi varhato el realisan az adott tanulécsoporttdl.



Egy egyszer( értékelési sémat ad meg MaaR (2004, 40.0.), ennek alapjan készilt el a
kovetkez6 értékeléshez hasznalhaté tablazat, amely alapul szolgdlhat konkrét modellezési

feladat —megoldas értékelésének elkészitéséhez:

1. | A valés modell elkészitése 0-10 pont
-MegfelelGek-e a megfogalmazott feltételezések?

-A probléma egyszer(sitése realisan tortént-e

2. | A matematikai modell és kidolgozasa 0-14 pont
- Megfelel6en tortént-e a matematizalas

- Matematikailag korrekt-e a megoldas

3. | Az eredmény interpretalasa 0-6 pont
-  megtortént-e az eredmény interpretdldsa a
valdsagra

- Megfelel6-e ez az interpretdlas

4. | A kapott eredmény vizsgdlata, a modell kritikdja 0-10 pont
5. | Az elvégzett munka megfelel§ dokumentalasa 0-10 pont
50 pont

Tablazat: Modellezési megoldasahoz értékelési szempontok és pontrendszer K. Maald 2004
nyoman.
Fontos, hogy az értékelési szempontokat az adott csoport a feladat kiaddsakor megismerje

és az is, hogy a pontok mellett szébeli értékelés is szerepeljen.

A modellezéssel kapcsolatban feladatok megolddsdn kiviil masféle ,feladatok” is adhaték a
tanuldk szamara. Példaul adott modell értékelése vagy modellezési feladat készitése.

Ez utdbbiak szerepelnek példaul kotelez6 feladatként tandrszakos hallgaték Valdsagkozeli
Matematika [l specidlszemindriuman. Ennek sordn az elkészitendé feladathoz adott
kritériumok figyelembevételével mindig kozosen a csoporttal készil el el6re az a
szempontrendszer, ami alapjan a feladat bemutatdsa utdan a gyakorlatvezetsi értékelés
készul.

A szempontrendszer elkészitése soran el8szor a szempontok keriilnek a tablara, majd
megallapodas kovetkezik egy 6sszpontszamban és abban, hogy ez hogyan keril elosztasra a

szempontok kozott (sulyozas).



Példaul igy készilt el a kovetkez6 szempont/pontszam rendszer is az egyik félévben
(zardjelben a pontszamok talalhatdk):
1. Korosztaly
- Téma autentikussaga ennek a korosztalynak (1)
- matematikai tartalom megfelel6-e (1)
2. Design (a feladat kivitelezése alkalmas és igényes-e) (1)
3. Kommentar (A feladathoz kell csatolni, adott szempontok szerinti tartalommal)
- Korosztdly feltlintetése
- Afeladatban érintett matematikai tartalom
- Megoldas, legalabb egy lehetséges modell végiggondoldsa, kidolgozasa
- Afeladat tovabbgondolasa, varialdsa
(4X1)
4. Modellezési feladat-e valdban (2)
Osszesen 9 pont
Ebben a pontozdsban gyakorlatilag egyenld sullyal szerepeltek az egyes tényez6k. Emiatt,
valamint a kevés szempont és az alacsony 6sszpontszam kovetkeztében kevésbé differencialt
képet adott a hallgatdi munkakrél. A csoport a félév végén ezt meg is jegyezte. Fontos lett
volna még példaul a bemutatas maddja-t is hozzavenni. Voltak mar olyan csoportok is, akik
ugynevezett bdnuszpont beiktatasat javasoltdak. Ez azt jelentette, hogy a feladat
bemutatdsa/megoldatasa utan az illeté kiment és a csoport szavazott, hogy mennyit kapjon
bonuszként az erre a célra kordbban mar meghatdrozott pontszambdl, amihez aki akart
indoklast is flzhetett. A szavazas eredményét az érintett hallgatd is megismerte ezutan.
Ez a fajta értékelési kiegészités altaldban nemcsak realis, de hasznos is volt.
Az el6bbi értékelési mddszerek eltérnek a hagyomanyos tanari értékeléstél sok tekintetben.
Arra is példat mutatnak, hogyan lehet kiilonb6z6 ,feladatokhoz” kilonb6z6 szempontok
segitségével, de a lehetéségekhez képest egységes értékelési rendszert késziteni. Erdemes
tovabbgondolni, hogy az értékelésbe hogyan lehet minél hatékonyabban bevonni a
tanuldkat.
. Feladat
Készitsen értékel6 szempontrendszert ha a feladat az, hogy adott modell megértését kell
értékelni.

M.



Tobbféle szempontrendszer készithetd, kiilonb6z6 pontozassal. Fontos, hogy a szempontok
kozott szerepeljenek a kbvetkezbk:
A modell megértése. A modell (valds és matematikai) értékelése, kritikaja a feladat
szempontjabdl. A megfelel6 dokumentacio. Sziikség/lehet6ség esetén javaslat mas

modellre.

Modellezés megjelenése a tantervekben

A kovetkez6kben a magyar NAT 2012 mellett 6sszehasonlitdsként rovid bepillantas
kovetkezik a Német Alaptantervbe is. Ennek soran a modellezési kompetencia kilénb6z8
szintjei ismerhet6k meg. A szintek dtgondoldsdnak a hazai gyakorlatban is jelent6sége van a
modellezési feladatok iskolai alkalmazasanak tervezésénél.

A Német Alaptanterv (Bildungsstandard) a kompetenciaszintek segitségével dllapitja meg az
egyes kompetencidk esetében, hogy a kilénbdz6 korosztdlyok milyen szintre kell, hogy
eljussanak.

A modellezési kompetencia korabbiakban emlitett megadasanal (Maal3, 2004) részletesebb
megfogalmazast ad meg Henning és Kaune (2011):

A modellezési kompetencia alatt értjiik a modellezés folyamatdra irdnyuld képességek és

készségek rendszerét, a folyamatra vonatkozo ismereteket, a matematika alkalmazdsdnak
metaanalizisére vonatkozo képességet, valamint azt a szandékot hogy mindezen képességek
és ismeretek egy valos probléma megolddsdhoz sziikséges sokféle szitudcio esetében
bevetésre keriilienek. A modellezési kompetencia magdban foglal igy matematikai és
interdiszciplinaris  valamint  tevékenységekkel kapcsolatos kompetencidkat is.
(Henning/Kaune, 2011, 18.0.)
A kompetenciaszinteket Henning és Kaune (2011) a kévetkez6képpen fogalmazza meg:
1. szint. Modellezési folyamat felismerése és megértése

* A modellezési folyamat leirasanak képessége

* Afolyamat egyes lépései jellemzésének képessége

* Afolyamat Iépései megkiilonboztetésének képessége
2. szint. Ondllé modellkészités

* Kilénb6z6 megolddsok készitésének képessége

* Képesség arra, hogy a matematika kilonboz6 teriletei (algebra,

geometria..) alkalmazasra keriiljenek a modellezés soran



* A modellezési folyamat 6nallé végrehajtasanak képessége
3. szint. Metareflexio modellezésrél
* Matematikai alkalmazasok akar konkrét problématdl fliggetlen
értékelési képessége
* A modellezési folyamat kritikus értékelésének képessége
* A modellezési folyamat értékeléséhez kritériumok
megfogalmazasanak képessége
Ahhoz, hogy jobban érzékelhetd legyen, milyen komplexek a 3. szintben megfogalmazottak,
bemutatdsra keriil egy példa ehhez a szinthez készithetd feladatra:
Vizsgdld meg a Forint vdsdrloértékének alakuldsdt az elmult 10 évben! Keress kiilénb6zé
lehetbéségeket a vdltozds bemutatdsdra és hasonlitsd Gssze ezeket! Gondold meg, hogy

dltalaban vasdrléérték alakuldsat milyen moédon érdemes bemutatni!

A haromféle kompetenciaszint tanulmdnyozasa azért hasznos, mert igy jobban
atgondolhaték azok a Iépések, amelyek soran elmélyithet6 a tanulék modellezési
kompetencidja. Az egyes szintek eléréséhez készithet§ feladatok segitségével fokozatosan
nehezebb modellezéssel kapcsolatos feladatok kerlilnek megolddsra. Modellezési feladatok
tanitasanal altaldban célszerl inkabb ,lépésenként”, azaz szintek szerint haladni, bar egyes
esetekben a nehezebb feladatokkal torténd indulas is alkalmas lehet.
e Feladat
Adjon meg feladatokat a Henning és Kaune (2011) altal megfogalmazott 3 szinthez.
M.
Egyéni, példaul:
2.szinthez:
A Fold térképének felhaszndldsaval add meg, mekkora foldterilet jut egy-egy
lakosnak a Féldon! Oldd meg a feladatot! Szamolj be arrél, hogyan gondolkodtal, add

meg feltételeidet és eredményeidet is.

A NAT 2012-ben a hét fejlesztendd teriiletben megfogalmazott részfeladatokban jelenik meg
a modellezési kompetencia fejlesztése. A kdvetkez6kben ezekbdl idézlink:

»2.Megismerés



2.1Tapasztalatszerzés: a tapasztalatok tudatositdsa, kézlése, rdgzitése, jelélése, ezek
értelmezése, visszaolvasdsa

»Modellezés; fogalmak, 6sszefliggések megjelenitése. (7-12)

Szavakban megfogalmazott helyzetr6l, torténésr6l készilt matematikai ,szoveg”
értelmezése. Konkrét matematikai modellek (nyitott mondat, szakaszos abra stb.)
értelmezése a modellnek megfelel6 szoveges feladat alkotasaval. (1-12)

2.2. Képzelet (kévetd, alkotd)

Matematikai Uton megoldhaté probléma megoldasanak elképzelése, becslés, sejtés
megfogalmazasa; megoldds utdn a képzelt és tényleges megoldas dsszevetése.

2.4. Gondolkodds

Kérdés tartalmanak megértése adott targyi szitudciéban és megfogalmazott

problémdban (szituacid, valtozas, szoveges feladat, egyéb probléma).

Matematikai modellek megértése (pl. szamok, mdveletek, nyitott mondatok, sorozatok,
figgvények, tablazatok, rajzos modellek, diagramok, grafok, grafikonok); atkddolas mas
modellbe. Adott modellhez példa, probléma megfogalmazdasa.” (NAT 2012,)

A 2.1 pontban a matematikai modell megalkotasa all a k6zéppontban. Nemcsak a ,szoveg”
matematizaldsa szerepel, hanem az inverz feladat is: matematikai tartalomhoz széveg
készitése. Itt azonban természetesen hagyomanyos szoveges feladatrél van szo.

A 2.2 esetében a becsléshez és a matematikai megoldashoz is késziilhet modell.

A 2.4 esetében szituacids modell elkészitésérél is sz6 lehet a kérdés tartalmanak megértése
soran. A modellek megértése illetve atkédoldsa az adott szituacidhoz adhatd tobbféle
elképzelés alapjan készithetd tobbféle modell lehet&ségét késziti eld.

e Feladat
Nézzen utana a matematikdval kapcsolatban a NAT 2012 —ben megfogalmazott fejlesztési

terliletekben hol és hogyan fogalmazddik még meg a modellezési kompetencia fejlesztése!
Ertelmezze mit is jelentenek ezek a modellezési kompetencia szempontjabdl!

M

A kovetkez6 terileteken, az alabbi formakban:

3. Az ismeretek alkalmazasa: Régebbi ismeretek mozgodsitasa, dsszeillesztése, felhaszndlasa
Uj helyzetben; sejtés, ellen6rzés.

4.Problémakezelés és —megoldas

-Onallé eljarasok keresése, megoldasi kisérletek, tippelések szabad végzése, dsszevetése a
kapott informacidkkal, a valdsaggal. 7-8-t6l

-A problémahoz illesztheté matematikai modell valasztasa, keresése, alkotasa. (A probléma
részekre bontdsa; Osszetett probléma attekintése. Atfogalmazds mas, ismertebb
problémava; analdgia keresése.)



-Megoldds a matematikai modellen belll. Matematikai modellek (pl. nyitott mondatok,
grafok, sorozatok, flggvények, fliggvénydbrazolas, szdmitdgépes programok, statisztikai
elemzések) ismerete, alkalmazasanak maddja, korlatai (pontossag, értelmezhetdség).

A-z eredmény vonatkoztatdsa az eredeti problémdra. Az eredmény 0Osszevetése a
feltételekkel, az el6re vetitett eredménnyel, a valdsaggal, illetve magasabb évfolyamokon:
diszkusszid. (A lehet&ségek szambavétele. A feltételekkel valdé Osszevetés soran annak
tudatositasa, hogy miben és hogyan befolyasoljak

a feltételek az eredményt. Ha elhagyjuk, megvaltoztatjuk valamelyiket, hogyan mddosul a
megoldas?)

5. Alkotas és kreativitds

-Modell alkotdsa helyzet megértéséhez: eljatszas, mimelés, képek, egyszer(sitett képek,
egyszer(sitett mozgathatd kirakdsok, szakaszos abrdak, grafok készitése probléma, szoveges
feladat értelmezéséhez.

-Modell alkotdsa, értelmezése fogalmakhoz. A természetes szam modellként valé kezelése
(kulonféle fogalmi tartalmak — darabszam, mérészam, értékméré, jel — szerint), tort szam,
negativ szdm, egész szam, racionalis szdm modellként valé kezelése; szamegyenes; az
aritmetikai m(iveletek mint torténések és viszonyok matematikai modelljei; egyenletek,
egyenl6tlenségek; relacid, fliggvény, sorozat mint modellek; dbra, diagram mint modell.

6

6.2 Egyiittm(ikodés

Vitakészség, kifejez6készség fejlesztése. Az egylittmikodd partnerek részeredményeinek
értelmezése, értékelése, 6sszerendezése. Egylittmiikodés projektben.

7. Matematikai tapasztalatszerzés, a matematika épiilésének elvei

Modellek alkotasa a matematikan beliil; matematikdn kiviili problémak modellezése. 9-12

A tovabbiakban szé lesz a modellezési feladatok matematika tanitasaban betoltott

szerepérdl, kitekintéssel nemzetkézi tapasztalatokra.

Modellezési feladatok jelentdsége

A jelenlegi kutatasok szerint nem elegendd kizarélag matematikan belili kérdéseket példaul
algebrai atalakitasokat végezni, vagy szoveges feladatként kizardlag bedltoztetett
feladatokat vizsgalni ugyanis az igy szerzett ismeretek valdsagra torténd alkalmazasa
problematikus (Schukajlow, 2011, Renkl, 1996).

Az iskolai kortilmények kozott, mas szitudcidban szerzett tudas megmarad az ,,iskolai tudas”-
nak (Dobi J./Csapd B., 1998) nem lesz alkalmazasképes, pedig erre lenne szikség. Ezért
fontosak a valds tartalmu problémafelvetések, amelyek megoldasa soran a valdsag és a

matematika kozotti kapcsolat létrejon. Az ilyen feladatok a tanuldktédl nem-sematikus



gondolkodasmaddot, aktiv részvételt igényelnek. A gondolkodasra serkenté feladatok vagy
problémadk segitségével a tudas felépitésére keriil sor, mig a példafeladatokon vagy mintak
segitségével torténd tanulas soran a tudas befogadasara.
Még a megfelel6en valasztott, kognitiv aktivitast igénylé feladatok sem biztositjak
onmagukban a tanulas sikerét. A megfelel6en valasztott feladatok mellett ezeknek az adott
korilmények kozott valé alkalmas feldolgozasara is sziikség van.
A valdsdgos helyzeteken alapuld feladatok jelent6sége a matematika tanitasdban
osszefoglalhato a kovetkez6képpen:
Egyrészt azért sziikségesek, mert megvaltoztak az igények, elvardsok és ezek teljesitéséhez,
mint azt a felmérések, kutatdsok bizonyitottak (példaul PISA, magyar kompetenciamérések),
a matematikdn belili, hagyomanyos feladatok nem elegendéek.
Masrészt, de az elGbbiekt6l nem teljesen fliggetlenil felsorakoztathatd, az a sok lehetGség és
pozitivum, amely valds tartalmu feladatok alkalmazasaban rejlik. Ugyanis ezekben a
feladatokban
- a matematika segitségként jelenik meg a vilag megértéséhez
- a valds tartalmak hozzdjarulnak kilonféle matematikai és nem matematikai
kompetencidk fejl6déséhez, megfelel§ alldspontok, beallitddasok kialakitasahoz,
- a matematikardl alkotott megfelel6 kép kialakitdsahoz, mint példaul
o A matematikai tartalom fontosabb, mint a formalizmus
o A matematikai gondolatok legalabb olyan fontosak, mint a matematikai
eredmény
o A j6 matematikai tudds nem hibatlansagot, hanem jé matematikai
gondolatokat jelent.
o Mindkett§ egyarant fontos: a gondolatok megfogalmazasa és ezek kritikus
vizsgalata
o A matematikai tudast fel kell épiteni, nem késztermék
- segitséget kapnak a tanuldk a matematika tanuldsdhoz (példaul: motivacio,
fogalomalkotas, megértés, tanultak rogzitése terén).
Modellezési feladatok alkalmazasa
- erGsiti a matematikaval szembeni pozitiv bedllitottsagot.
- soran gyakran van lehet8ség arra, hogy a tanuldk 6nallé kreativ munkat végezzenek,

valamint, hogy fejlesszék problémamegoldo képességiiket.



- soran gyakran van lehetdség, hogy matematikan beldli illetve a matematika és mas
targyak kozotti 6sszefliggések megtapasztaldsara.

Sokaknak jelentik ilyen feladatok a matematikatanulas értelmét is, illetve hozzasegitheti 6ket
ahhoz, hogy a matematikatanuldasban 6romet leljenek.
Fontosnak tartjuk hangsulyozni, hogy a valésagkozeli, illetve modellezési feladatok nem a
hagyomdanyos matematikai feladatok helyét akarjak atvenni. A gyakorlé feladatok korét
kiegészitve, egy sokoldalubb, rutineljarasokat ésszer(ien és nem kizarélagosan tanitdg,, tiszta”
matematikai problémakat is megfelel6 szinten targyalé matematikatanitds eszkoztaranak
fontos részét alkotjak.

e Feladat
Keressen olyan példat, amikor az iskolai matematikatanitas soran inkdbb nem hasznalna
modellezési feladatot.
M.
Eljardsok adott tétel gyakorlasara, hiszen a modellezési feladatok komplexebbek, nem
feltétlenll segitik a szikséges rutin kialakuldsat. Példaul tesztfeladatok esetében,
dolgozatpéldaként sem igazan jok, bar elképzelhet6 megfelel6 értékelési rendszer

kidolgozdasaval ilyen esetben is ilyen feladat.

Beoltoztetett és valosagkozeli feladatok

A matematika tanitasaban szereplé feladatok kozott gyakran szerepelnek olyanok, melyek
latszélag valds helyzettel kapcsolatosak, de valdjaban igen tavol vannak attdl a szitudciotadl,
amelyet szovegezésik szerint felhaszndlnak. Vegylk példdul a kovetkezé feladatot egy

régebben elterjedten hasznalt tankényvbél:
. 17 o . «
Egy szem kockacukor témege 3 gg. Fél kilogramm cukor hdny szem? Hogyan helyezheté el

egy téglatest alaku dobozban?

Rogton szembeotlik a vegyes tort alakban megadott mennyiség, hiszen ilyen alakban nem
szokas tomeget megadni a mindennapi életben.

De a szitudcid sem tekinthet6 valds helyzetnek, hiszen a kockacukor és a hozzatartozé doboz
méretét feltehetéen inkabb valahogy ,6sszehangoljak”, mintsem hogy egy meghatarozott
,kockamérethez” keressenek dobozt. Ez abbdl is kovetkezik, mivel néhany , kockacukros”

dobozt megvizsgdlva, a dobozméretek igen kiilonb6z6ek voltak, akadrcsak a bennik [évé



kockacukor darabszdama. Arrdél nem is beszélve, hogy tobb kockacukorfajta mar egyaltaldn
nem kocka alaku...

Nyilvanvald, hogy a feladatban szerepl6 helyzet csupdn abbdl a szempontbdl érdekes, hogy
az eredményil kapott 144 szem (12x12) tobbféleképpen is bonthatd 3 tényez6s szorzatra,
igy tobbféle dobozban elhelyezhet6 ez a cukormennyiség. gy tehat a kockacukrok csak
,kerettorténetiil” szolgdltak, azaz ,bedltoztetett” feladatrdl van szé.

A beoltoztetett feladatok megoldasa sordn altaldban a kovetkez6 4 lépés szerepel: 1.
Olvasds, megértés 2. ,Kioltoztetés” 3. Szdmolas 4. A szamitds ellen6rzése és a vdlasz
megadasa. Blum (2007) megjegyzi, hogy ennek soran gyakorlatilag alig van modellezésre
lehetdség, hiszen példdul a szituaciés modell és a valés modell megalkotdsa teljesen
elmarad. Ha az elGbbi lépéseket egybevetjlik a modellezési ciklussal, akkor a modellezés
folyamatabdl a megértés, a matematikai modell, illetve a szamitas elvégzése marad. Bar a
modellezési ciklus egy részének alkalmazasa révén is modellezési feladatot oldhatunk meg
ebben az esetben errél szé sincs, hiszen nem a valdsaggal, valés helyzettel kapcsolatos
feladatokrodl van szo.

A beoltoztetett feladatok megolddsa soran dltaldban kevesebb kompetencia is kerdl
fejlesztésre.

A beoltoztetett, vagy ahogy még nevezni szoktak , prototipus” feladatok azonban fontosak a
matematika  tanuldsaban, hiszen alkalmasak példaul matematikai tartalom
szovegosszefliggésben vald felismerésének, a szoveg megértésének gyakorlasara, igy ezek is
hasznos gyakorlofeladatok lehetnek.

Arra azonban mar nem alkalmasak jellegiiknél fogva, hogy valddi alkalmazast, életkdzeli
helyzetekben valé problémamegoldast tanitsanak, hiszen mesterséges és erdsen
leegyszer(sitett, nem ritkdn kimondottan életidegen szituacidn alapulnak illetve ilyen
kérdésfeltevést tartalmaznak.

Bar igy is hozzdjarulnak matematikai tuddsunkhoz, hiszen példaul eljarasokat, szévegértést,
probléma megoldasi |épéseket tanulhatunk segitségiikkel, mégis fontos tisztazni a
tanuldkkal, hogy ezek nem a matematika mindennapi alkalmazdsat gyakoroltatjak. Ugyanis
ha beoltoztetett feladatok valddi alkalmazasokként kerilnek targyaldsra erdsitik a
matematika és az élet szétvalasztasat a didkok fejében, hiszen életidegenek. Egyuttal
felmerilhet a didkokban egy olyan ,vilag” lehet6sége is, ami csupan a matematika 6ran

érvényes, idealizalt, s6t esetenként értelmetlen targyakat, helyzeteket hasznal. Ezaltal



er6sodhet a tanuldékban az a gyakran amugy is ott motoszkdlé gondolatot, hogy a
matematika a gyakorlati élet szamara |ényegében haszndlhatatlan.
Sziikség van tehat arra, hogy a bedltoztetett feladatokndl tisztdzzuk, nem valds
alkalmazasokrél van sz0, esetleg kitérve arra is, hogy az adott szovegezésl feladat hogyan
alakithaté valds tartalmu feladattd, vagy/és hogyan egészithetd ki ilyen valds tartalmu
kérdésekkel.
Az el6bbi ,kockacukros”feladatot példaul a kovetkezd kérdésekkel lehet kiegésziteni, és igy a
valds élettel Osszekodtni, de a kiegészités tekinthetd akar 6nallé feladatvdltozatnak is a
kockacukros” feladathoz.
Vdlassz ki kétféle kockacukros dobozt és leszdmolva a bennliik levé , kockdk” szamdt add meg
egy kockacukor témegét az adott dobozban. Gondold meg, hogy ennyi kockacukor szdmdra
tudsz-e mdsféle méretezésii dobozt javasolni. Vajon az dltalad készitett, vagy a ,,gydri” doboz
lehet az el6nyésebb? Keress szempontokat és ennek segitségével vdlaszold meg a kérdést!

e Feladatok
A kovetkez6 feladat szintén egy nemrég még elterjedten haszndlt tankényvbél valé. Dontse

el, hogy valds vagy bedltoztetett szituacidrdl van szo, allitasat indokolja!

Kidolgozott mintapélda

Egy csaldd havi nett6 jovedelme majusban 310 000 Ft

volt. A kordiagram szemlélteti, hogy a csalad mire
koltotte a jovedelmét. ; 16%;
o Y

] Torlesztések.

Elelem, mos6- és tisztitoszerek.
[[] Kozlekedés, auto.
B Ruhdzkodas, egyéb.

Lakads, gaz, vilagitas, viz stb.

Mire mennyit koltott ez a csalad mdjusban?

lorlesztésre a jovedelem 15%-at koltotték: 310000-0,15 = 46 500 (Ft)
Elelem, tisztitoszerek: 310000-0,24 = 74 400 (Ft
Kozlekedés, auto: 310000-0,20 = 62 000 (Ft)
B Ruhazkodas, egyéb: 310000-0,16 = 49 600 (Ft)
Lakasfenntartas: 310000-0,25 = 77 500 (Ft)

(sszesen: 310000 (Ft

M.

A kerettorténet csupan azért kellett, hogy szazalékszamitasi feladatot kapjanak a gyerekek,
és a ,hattér” életszagu legyen. A helyzet azonban ,,élettél tavolira”sikerilt, hiszen valdszind,

hogy egy csaladban a kiadasokat kordiagrammon dabrazoljak azért, hogy valaki ebbdl



visszaszamolja az egyes tételekre kiadott 0sszegeket. A feladat viszont gyakorldsi lehet6ség
kordiagrammokon megadott informacié olvasasahoz.
Ha példaul egy csalad (bizonyos feltételek melletti) atlagos kiaddsainak abrajat adtak volna
meg és azzal kellene dolgozni, mas lenne a helyzet. Ezzel tovabbi, példdul mas feltételek
melletti kiadascsokkenés/emelkedés kérdés is vizsgalhaté lenne.

e Feladat
A fejezetben szerepl6 két ,kockacukros” feladatvaltozat esetében gondolja meg, hogy milyen
képességek és ismeretek gyakorlddnak a bedltdztetett valtozat és milyenek a valdsagkozeli
valtozat esetében. Ez utdbbi valtozat miért tekinthetd modellezési feladatnak?
M.
Bedltoztetett feladat: szovegértés, téglatest térfogata, muiveletek tortekkel, atvaltds g-kg,
egy szam tobbféle felbontasa szorzatalakra,
Valds feladatvdltozat: szovegértés, meglevé modell értékelése- az adott doboz méretezése
szempontjabdl, modellkészités-dobozméretezés, téglatest térfogata, mdlveletek tizedes
tortekkel, atvaltds g-kg, egy szam tobbféle felbontdsa szorzatalakra, kis tomegek
meghatdrozasanak egy lehetséges moddja: nagyobb mennyiség (nagyobb darabszam)
egylittes toOmegébdl. Valds probléma megoldasa, fél kg adott darabszdmua kockacukor
mennyiség lehetséges elhelyezése dobozban.

e Feladat
a) Vdlasszon egy jelenleg haszndlatban levé tankdnyvet és a szoveges feladatai kozott
keressen bedltoztetett feladatokat. Vizsgalja a tankdonyvben a valdsagkozelinek illetve
bedltdztetettnek tekinthetd feladatok aranyat is hozzavetdSlegesen.
b) Valasszon egy 5-10 évvel korabban kiadott olyan tankdnyvet, amely hasonlé korosztalynak
készilt, mint az a) feladatban hasznalt tankonyv. Végezze el ezen is az ott leirt vizsgdlatot.
Lat-e valtozast, fogalmazza meg részletesebben tapasztalatait?
Megjegyzés
Az a) és b) feladatokra adott vdlasz filigg attdl, hogy mennyire tudja szétvdlasztani ezt a két
feladattipust, illetve attdl is, hogy milyen tankényveket hasonlit 6ssze. Altaldban azonban
elmondhaté, hogy az utdobbi években érezhet6 a térekvés a tankényvekben a
valos/valosagkézelibb alkalmazdsok szerepeltetésére.

e Feladat

Az aldbbi feladatokat jellemezze a kovetkez6 szempontok szerint:



a) nyitott-zart

b) valds-bedltoztetett
1.,Hazdnkban pénteken délel6tt tébbnyire erdsen felhds lesz az ég az orszdg felett.
Kisebb hdszdllingdzdsra legfeljebb csak elszortan, fé6ként a délnyugati orszdgrészben
lehet szadmitani. Délutdn az északi, északkeleti megyékben elvékonyodik, helyenként
felszakadozik a felh6zet. Mdshol tovdbbra is tulnyomoan felhds lesz az ég. A szél
napkézben élénk északkeleti lesz. Hajnalban -4, 1 fok vdrhatd. A hémérséklet
csucsértéke -1, 4 fok kézott alakul. Késé este -4, 1 fok lesz. Minimum: -4, 1 Maximum:
-1, 4” (Forras: idojaras.origo.hu)
Milyen érdekességeket latsz 2008.01.29. varhaté h6mérsékletalakuldsaban?
M.
Valds, inkdbb zart feladat. Erdekességként emlithetd a megadott hémérsékleti
értékek alakulasa (ellentett).
2.Az egyik joghurt fajtat négyes csomagokban is aruljak. Egy szines matrica hirdeti a
csomagon az arat: dobozonként csak 56 Ft. Ha két csomagot veszel, mennyi az ara?
M.
llyen akcid ismert, igy valds a helyzet és zart a feladat.
3.0roshazan 2008. augusztus 20-an huszonot méter hosszu kenyeret sitottek, amit
kétezer szeletre vagtak fel.
Milyen széles lehetett egy-egy szelet?
M.
Valés, inkdabb zart feladat. Ha feltételezziik, hogy minden szelet kozel azonos
szélességl. De készithetd tobbféle felvagasi mod is, ha ilyenre gondolunk, akkor
nyitott feladatrél van szo.
4. Egy kisvaros 526,5 m hosszu f6utcajanak szélén facsemetéket Ultetnek. Hany fara
van szikség, ha 9 m-enként lltetnek egy fat?
M.
A feladat klasszikus bed6ltoztetett, zart feladat.
4.Tudod, hogy legaldabb masfél liter folyadékot meg kellene innod naponta, mennyit
ittal ma? — Kérdezte Lillat édesanyja estefelé. Szerintem minden rendben, hangzott a
valasz. Sejtettem, hogy meg fogod kérdezni, ezért megszamoltam, hogy 4 pohar vizet,

1 pohar tejet és egy bogre teat ittam ma. Szerintem elég folyadékot ittam.



Mi a véleményed errél?

M.

Ha 1 pohar folyadék 2 dl-nek vehetd, 1 bogre tea korilbeltl 2,5 dl, 11 és 2,5 dl volt ez
osszesen. Mindenképpen kellene még legalabb 1 pohar folyadék. A helyzet valds, ha
rendszeresen visszatérS téma Lillaéknadl a folyadékivas, kiilonben nem valdszind, hogy
a lednyzé megjegyzi, mennyit ivott. A jelzett pohar illetve bogretérfogatok helyett 2,5
dl-es poharral és 3 dl-es bogrével is lehet szdmolni, ekkor viszont mar megvolt a
masfél liter folyadék. A vdlasz lathatdan a feltételektdl fliggott, nyitott feladatrdl van
sz0.

5.A mizliszelet ara 4 darabtdl darabja 64 Ft helyett 50Ft. Olvashaté egy 2009-es
akcidban.

Szerinted mennyit lehet igy megtakaritani?

Hany darabot érdemes vasarolni?

M.

El6szor szamitsuk ki, hogy 4 db esetén mennyi a megtakaritas:

Ez torténhet igy: 4x64 - 4x50=56Ft, vagy igy 4(64-50)=56 Ft mind a kétféle
lehet&ségre érdemes kitérni, ha a tanuldk nem is ,hozzak” a kétféle megoldast.
Ezutan szamolhatunk tovabb és meggondolhatd, hogy példaul hany darab vasarldsa
esetén hanyat tudnank még venni a nem akcids esethez képest. Itt tobbféle szamitas
is végezhetd.

A mdsodik kérdés arra iranyul, hogy szakadjunk el az akcié vonzdsatél és gondoljuk
meg példaul, mennyire van sziikséglink, egyaltalan szeretjlik-e ezt a terméket.

Az akcid létezett, tehat valds, nyitott feladatrdl van szd, de mivel hasonld jellegl
akcié valds helyzetben is elképzelhets, igy ha nem is tudtunk roéla, akkor is
valdsagkozeli feladatrdl van szo..

6. ,Egy vodoérben kb. 6,5 kg narancs van, a vodor ajandék. Az ara 999.- azaz kb.
153,69 Ft/kg” olvashatjuk a hirdetésben, 2009 januarjaban..

Mi a megjegyzésed ezzel kapcsolatban?

M.

Ismert akcid, egy/tébb nagyobb élelmiszerdruhdzlanc évek 6ta meghirdeti, csak a
narancs ara valtozik. Mivel tobbféle helyes megjegyzés is lehet ezért nyitott feladat..

Megjegyzés:



A feladatok kapcsdn az is Idtszik, hogy nem lehet mindig egyértelmiien eldénteni egy
feladatrdl, hogy bedltéztetett vagy valds tartalmu-e, sé6t az is értelmezés kérdése, idénként,

hogy zdrt vagy nyitott egy feladat.

Valosagkozeli feladatok készitése

Valéds szituaciét feldolgozd, de kiilondsen modellezési feladatok alkalmazdasaval kapcsolatban
gyakran hozzdk fel ellenérvként, hogy nem all rendelkezésre elegendé feladat. Az utébbi
id6ben magyar nyelven is megjelentek olyan feladatgyljtemények, amely altaldnos és
kozépiskoldsok szamdra késziilt valdsagkozeli illetve modellezési feladatokat tartalmaz.
Ilyenek a jegyzet irodalomjegyzékében is talalhatok.

De a készen taldlhaté feladatokon tulmenden szamos feladat készithetd is, kilonbozd
modokon. A készitett feladatoknak nagy el6nye, hogy az adott tanuldcsoportra, adott
helyzetekre, aktualitdsokra illetve matematikai tartalmakra ,szabhaték”. Erdemes
megjegyezni, hogy nemcsak tanar készitheti ezeket didkjai szamara, hanem ebbe a munkaba
didkok is bevonhatdk. Példaul tanar altal el6készitett informaciés anyag segitségével vagy
akar altaluk gy(ijtott anyagok kilonféle médon vald felhasznaldsaval.

Feladatkészités kiilbnb6z6 informdcios anyagok felhaszndldsdval

Sokféle mddon juthatunk olyan szituaciékhoz, informaciékhoz, amelyek alkalmasak
valdsagkozeli feladatkészitésre. A téma sokszor az utcan (interneten) hever, csak észre kell
venni. A teljesség igénye nélkiil bemutatunk néhany példat (kedvcsindlénak). Ezek
segitségével lathatod az is, hogy milyen valtozatos témaju és matematikai tartalmu feladatok
készithetdk.

1. Példa

Interneten gy(ijtott anyagbdl
A kovetkezs igényes kivitel(i feladatot egyetemi hallgaté készitette’. A matematikai

tartalom Iényegében kor kerlletének kiszamitasa, de mas ismeretekre is szlikség van.

2 Csatari Tamara feladata
Forras:
http://hu.wikipedia.org/wiki/Sherman_t%C3%Albornok_f%C3%Alja



SHERMAN TABORNOK FAJA

Sherman tabornok fijat (eredeti nevén General Sherman) tartjak a legnagyobb

‘?9

fanak a vildgon. Az Egyesiilt Allamokban taldlhaté érids mamutfenyd fobb
adatait az aldbbi tibldzat’ tartalmazza:

térfogata 1487 m’
magassaga 8380m
kerilete a tdrzs aljanal 31,10 m
a torzs aljanak legnagyobb dtmérdje 1110 m
atmérdje 1,5 m magassagban 825m
atmergje 18 m magassagban £ 30m
atmérdje 55 m magassaghan 430m
a legnagyobb aganak atmérdje 210 m
az elsd magyobb 3g elhelyezkedése a fildtdl mérve | 39,60 m
a lombkorona atlagos szélessége 32,50m

Mit gondelsz, legalabb hany emberre van szikség ahhoz, hogy kirbe lehessen fogni a fat?

2. Példa

Tankonyvi feladatbdl
A kovetkez6 tankonyvi feladat felhasznaldsaval tobbféle valdsagkozeli feladat is késziilhet:
Romeo és Julia taldlkoznak. Amikor megpillantjck egymdst, tdvolsdguk 60 méter..
Természetesen azonnal elkezdenek egymds felé szaladni: Romed 5 m/s sebességgel, Julia 3
m/s sebességgel. Hany mdsodperc elteltével érkeznek meg egymdshoz?

- Gondolja meg mennyire redlis a feladat szituacioja!

- Roémed és Julia alkonyatkor taldlkoznak. Amikor megpillantjdk egymast,
természetesen futni kezdenek egymas felé. Hany masodperc elteltével érkeznek meg
egymashoz?

- R6med az egy kerti 50 méteres Uszdémedence egyik végénél all és szomoridan nézi a
vizet. Mikor felpillant a medence masik végénél Juliat latja meg, aki felé tart. Ekkor
mindketten futni kezdenek egymads felé. Hany masodperc elteltével érkeznek meg
egymashoz?

Az eredeti feladat nyilvanvaldan ,bedltoztetett” feladat, hiszen a taldlkozaskor nem mérték
le az egymastdl vald tdvolsagot, és azt is meg kell gondolni, hogy a jelzett sebességek

realisak-e. A matematikai tartalom tekintetében egyszer(i mozgasi feladatrél van szé.



Az els6 kiegészité feladat reflektdld tipusu, a feladatban mar megfogalmazott ,valds
modellt” vizsgdlja, mig a masik kett6ben mar modellezésrél van sz6, valdsagkozeli
szitudcidban.

3. Példa
Rekldmanyag felhasznalasaval

A kovetkez8 kép nem is olyan régen a Budapesti Metrd egyik dllomasan késziilt, varakozas

kdzben.

A gyanakvo vasarld példaul ellendrizheti az adatok helyességét a reklamon:

- Szamolj utdna, hogy helyesen szamoltak-e, amikor a feliratot elkészitették. Ha nem,
tégy javaslatot a javitasra.
A rekldmokkal kapcsolatban sok hasonld feladat megfogalmazhaté. Fontos, hogy ne csak

kritika érje az esetleg rosszul kiszamitott és/vagy felirt szamadatokat, hanem javaslat is
készuljon a kijavitasra. A racionalis szdamokkal végzett miiveletek gyakorlasdahoz jol
alkalmazhaté.

4. Példa

Ujsagcikket, rovidhirt alapul véve
Orias cip6 Debrecenben

A vilag legnagyobb férfi félcip6jét készitette el a debreceni Kovacs Jozsef cipészmester, a
217-es méretli, tobb mint 60 kilogramm sulyu labbelit nemrég mutattak be a debreceni
Aranybika Szall6 halljaban. Kovacs Jozsef elmondta: a munkaval 43 nap alatt, 6sszesen 345
6ra raforditassal késziilt el. - A 217-es nagysagu cip6 bels6 mérete 145 centiméter, kiilsé
mérete 152 centiméter, sulya a kaptafaval egyiitt 65 kilogramm - mondta a mester.
Tajékoztatasa szerint a cip6hoz 2,45 négyzetméter felsGrész-bért, 2,8 négyzetméter

bélésbdrt, 2,3 négyzetméter bélésvasznat hasznalt fel, a 4,5 centiméter vastagsagu talp 16



kilogrammot nyom. A cip6 elkészitéséhez 10 kilogramm ragasztdéanyag, 2 kilogramm
bogndrszeg, 0,2 kg faszeg, 247 darab rézszeg, 87 méter fonal, két doboz cip6krém és 2 doboz
talpfesték kellett. ~ Forras: Banyavidéki Uj Sz6 2002 aprilis

Lehetséges feladatok példaul:

1. Mérd le, hdny centis a Te ldbad, szdmold ki, és gondold meg, hanyas méretd lenne az
Oridscip6! Kérdezd meg néhdny osztdlytarsad cipéméretét és labhosszat is, és
hasonlitsd 0ssze az el6bbi szamitassal kaphato eredményeket!

2. Az el6bbi nyitottabb megfogalmazasban: Hanyas méretnek felel meg ez a cip§?

3. Nyomozz utdna az interneten, hogy mennyi lehetett kb. Kovacs Jézsef anyagkoltsége.

Racionalis szamokkal végzett muliveletek, egyenes ardnyossag gyakorlasahoz ajanlhatd

els6sorban.
5.Példa

Sajat napi tapasztalat (kép) felhasznaldsaval

Ezeket a joghurtakcidkat évekkel
ezelStt kozel azonos id6ben hirdették
meg.

Mindkét akcié egy-egy poharat oldalrdl
is lefényképeztiik. A fels6é nyolcpoharas
akcio pohara a baloldali képen, a

négypoharasé a jobboldalin lathatd.

Az éles szem( vasarld sok hasonld jelenséget észrevehet és felhaszndlhat

»alapanyagul” feladatok készitéséhez.



Ebbdl a szitudcidbdl is tobbféle feladat készithetd, példaul:

- (zart feladat) Szamitsd ki mennyibe keril 8 (10, 16 stb.) pohar joghurt a két akcidban,
és azt is, hogy mennyi joghurtot vettiink igy!

- (modellezési feladatok, ezek akdr az el6bbi feladat kiegészitGi is lehetnek)
Szerinted melyik akcié éri meg jobban a vev6knek? Allitdsodat szamitasokkal igazold!

Olvasd el figyelmesen a kétféle akcid6 poharainak szovegét! Az 0Osszetevék
ismeretében végezz szamitasokat és fogalmazd meg a véleményedet.
Ez utdbbi elég sok teriiletet érint: alapmdveletek raciondlis szamkorben,

szazalékszamitas, arany mindenképpen szerepel kozottik.

6.Példa
Egyéb ismeret, tapasztalat felhasznaldsaval

a) A DIN A3, DIN A4 stb. formdtumok jellegzetessége, hogy a kévetkezd kisebb
formdtumra valé dttérésnél (példdul DIN A4-rél DIN A5-re) az el6bbi papirt felezziik,
de olyan az eredeti papir méretezése, hogy ennek sordn az oldalak ardnya nem
vdltozik. Ha tudjuk ezen kiviil, hogy a nagyitokésziilékeken a nagyitds- illetve
kicsinyités ardnya az oldalhosszakra vonatkozik, adjuk meg a nagyitds/kicsinyités
mértékét (szdzalékban) a tdbldzatban:

A nagyitas/ mértéke
kicsinyités (%)

madja

A4 — A3:

A3 = A4:

A5 = A4:

Els6sorban ardnyok, szazalékok gyakorldsdhoz hasznalhaté.

b) Tervezz fogkrémes dobozt kedvenc fogkrémedhez!
Testek térfogatdval és felszinével kapcsolatos szamitasok gyakorlasdahoz példaul jol

haszndlhatd. Kilondsen érdekes lehet azok szamdra, akik szeretik a kreativ Otleteket

igényl6 feladatokat.

c) A Clematis nevli novény novekedését feljegyezték 15 napon at, otnaponként, az
adatokat az alabbi tablazat mutatja:



eltelt napok | O 5 10 15

szama

A novény | 0,02 0,042 0,09 0,19
hossza

(m)

Mutasd meg, hogy a novekedés leirhaté exponencidlis fliggvénnyel és add meg az
adatok alapjan a megfelel6 fliggvényt. (Greefrath/Muhlenfeld 2007, 38. o feladatanak
felhasznaldsaval)

Exponencialis flggvények megadasa, exponencidlisan végbemend folyamatok vizsgalata

szerepel a feladatban.

d) A ,Pro-Bahn-Mitteldeutschland” kezdeményezés adatai szerint a helyi kdzlekedésben
az utasok kb. 4%-a bliccel. Két ellenér a 6-o0s és 10-es villamosok vonalan 6sszesen 98
utast ellen6rzott és 4 bliccel6t kaptak el.

Mi volt el6zetesen annak a valdszinlisége annak, hogy legaldbb 2 bliccel6t kapnak el?

(Greefrath/Miihlenfeld 2007, 76. o feladatanak felhasznalasaval)
A feladat megfogalmazasa nem szokvanyos, igy érdekes gyakorldfeladat lehet binomialis

eloszlas gyakorlasahoz.

Feladatok készitése feladatvaridcio segitségével

Nemcsak Uj otletek, de a mar meglevé feladatok felhaszndlasaval is lehet késziteni tovabbi
valdsagkozeli feladatokat, ahogyan azt az elGbbiekben mar lattuk. Ebben az esetben vagy az
eredeti matematikai tartalom, vagy az alapszituacié ,,marad meg”, esetleg mindkett6, de
mindenképpen (tovabbi) valds tartalom keriil az eredeti tobbnyire zart feladatba.

Az elsé példa kiindulasi feladata egy tankonyvi példa:

Mennyi viz megy egy év alatt veszendbébe, ha a cs6p6géb csapbdl egy ora alatt fél liter viz

8
folyik el? Naponta hozzdvetélegesen 25 liter vizet haszndlunk el fézéshez. Hdany napig

tudndnk f6zni a veszend6be mené vizzel?

A feladat nyilvanvaldan zart, adott szamitdassal valaszolhatjuk meg a kérdéseket. A szituacid
viszont valésnak tekinthetd, hiszen valdban redlisak a feladatban szerepl6 mennyiségek. De
modellezési feladat lehet belGle. Példaul a kovetkezd egyszerl valtoztatasi lehetGségek

azonnal adddnak a széveg alapjan, aszerint, hogy mely adatokat nem adjuk meg:



a) Mennyi viz megy veszendébe egy nap alatt, ha egy csépdgé csapbdl egy dra alatt kb.
fél liter viz folyik ki? Hdny napig lehetne ennyi vizzel f6zni?
Ebben a feladatvdltozatban valamilyen modell alapjan kell becslést adni a napi f6zéshez
szlikséges atlagos vizmennyiségre, és ezzel lehet szamolni. Ezzel mar nemcsak nyitott, de
egyszer(i modellezési feladatot is kaptunk.
b) Mennyi viz megy veszendbbe, ha egy csap csépdg? Hdny napig lehetne ezzel a
vizmennyiséggel f6zni, ha naponta kériilbeliil 2 liter vizet haszndlunk f6zéshez?
Ebben a feladatvaltozatban a cs6p6gd csap napi ,vizhozamat” kell valamilyen mddon
megbecsilnlink- példaul megmeérjik, hogy valamely id6egység alatt mennyi viz csopog ki egy
ilyen csapbdl. igy tobbféle eredményt kaphatunk, tobbféle médon. A feladat kérdésének
megvalaszolasahoz ezekkel fogunk szamolni.
Nyilvanvaléan az a legnyitottabb modellezési véltozat, amelynél a legkevesebb konkrét
el6feltétel adott:
c) Mennyi viz megy veszenddbe kériilbeliil 1 nap alatt, ha csépdg egy csap? Hdny napig
lehetne ennyi vizzel f6zni?
Ebben a véltozatban mind a cs6pdgés révén elfolyt vizmennyiség, mind pedig az egy napi
f6zéshez szlikséges vizmennyiség becslése szlikséges.
Feladatok valds tartalmuva illetve modellezési feladatta alakitdsahoz szamos lehet6ség van.
Schupp (2002) kdnyvébdl kerult kivalasztasra néhany feladat varidlasi tipus, amelyek példaul
kiilonosen alkalmasnak tlinnek arra, hogy segitséglikkel tovabbi valds tartalmu feladatokat
készitsiink. A kovetkez6kben ezekhez mutatunk be varialasi példakat. A kiilonb6z6 varialdsok
kozott természetesen lehetnek atfedések.

> Altaldnositds
Ez a mddszer a feladatban szerepld feltételeket altalanosabba tételét alkalmazza a

variacio készitéséhez.
Az eredeti feladat:
Felmérések szerint a kézépiskoldsok koéziil sokan kapnak zsebpénzt. Am az is kideriilt,
hogy ennek jelentds része gyorsan elfogy. Egy étlet lehet, ha valaki ugy takarékoskodik,
hogy pénzét otthon ,teszi” bankba (Ml Bank). Egyszeriien ugy, hogy rabizza édesanyjdra
vagy édesapjdra, a ,betett” pénz pedig kamatozik. Mennyi pénzed lenne a Ml bankban

december 31-én, abban az évben, amikor janudrtol havonta, a honap elsé napjan 1000



Ft-t kapndl, ebb6l nem kéltenél semmit az év folyamdn és a betett pénzésszeg havi 2%-t
kamatozik, amelyet minden hdonap utolsé napjdn ,irnak jova” neked?

Altaldnosabban, ami ebben az esetben egy modellezési ,valtozat”:

Felmérések szerint a kbzépiskoldsok koziil sokan kapnak zsebpénzt. Am azt is kideriilt,
hogy ennek jelentds része gyorsan elfogy.

Egy étlet lehet, ha valaki ugy takarékoskodik, hogy pénzét otthon ,teszi” bankba (Ml
Bank). Egyszeriien ugy, hogy rdbizza édesanyjdra vagy édesapjdra, a , betett” pénz pedig
kamatozik. Persze ezt ugy kell megoldani, hogy mindkét félnek megfelel6 legyen.
Gondolod dt milyen szempontokat érdemes figyelembe venni és dolgozz ki modellt,
hogyan m(kédjén a bank.

Modelled helyességét szamitdsokkal tedd meggy6z6vé.

> Kritikai hozzddllds

Példaul egy adott feladat modelljének értékelése.
Az eredeti feladat:

,Két gyerek életkoruk ardnydban osztotta meg a munkdt. Imre 12 éves és 180 m? kertet
gyomldlt ki. Jancsi 15 éves. Hany négyzetméter kertet gyomldltak ki ketten?
Ha a feladat rakérdezne mondjuk a munkamegosztds targyalt modelljére, akkor mar

modellezési feladatrdl lenne szd. Példaul:
Vizsgdld meg helyes-e ez a munkamegosztds az adott esetben, illetve dltalaban emberek
kozétt!
» Nehezités
Tura®
Az eredeti feladat:
Norbi, Flora és Eméke turdzni mennek. Norbi hdtizsdkja 9,6 kg, FIordé ennek % Emdékéé
pedig a 2/3 része. Hdny kg a hdrom gyerek hatizsdkja egyiitt?
Modellezési ,valtozat”:
Norbi, Flora és Eméke turdzni mennek. Norbi hdtizsdkja 9,6 kg, Floraé ennek %, Emdékéé
pedig 2/3 része. Hany kg a hdrom gyerek hatizsdkja egyiitt?

Hdny kg-t nyomnak a hdtizsdkok a tura végén?

3 Kisics Istvan feladata



A feladat eredetileg zart, beodltoztetett feladat, viszont a hozzatett kérdés mar
modellezést tesz sziikségessé, és valds a kérdésfeltevés. Ezzel azonban nehezebbé is valt
a feladat.
» Konnyités
Gépelés”

Az eredeti feladat:
Egy gépironének 120 oldalt kellett legépelnie. ha éranként két oldallal tobbet irt volna le,
két 6raval hamarabb lett volna kész.
Hany 6ra alatt irta le a szOveget?
Modellezési ,valtozat”:
Egy gépironének a fénéke 120 kézzel irt oldalt ad, hogy gépelje le. Hany oldalt fog
gépelni? Hdany dra alatt végez vele?
Mig az eredeti hagyomanyos feladat megolddsahoz az Osszefliggések elemzésével
algebrai ismeretek sziikségesek, a modellezési feladat esetében a feltételek kénnyen
tisztazhatdk (a kézzel irt oldal hany gépelt sor, milyen sebességgel tudhat valaki gépelni)
és ezutdn gyakorlatilag mar csak némi egyszer(i szamitas sziikséges az egyébként otletes
feladat megoldasahoz.

» Egyszer(i varidlds
llyenkor az eredeti feladaton csak egyszer( valtoztatast hajtunk végre és igy készil a
variacidja.
Példaul ilyennek tekinthet6k a fejezet elején ismertetett ,,cs6pogds csap” feladatvariacidk

» Mds nézépontbdl tekintjiik a feladatot

Taro Rudi

* Kardos Andrea feladata



1968-ban kezdték gydartani gyartani Magyarorszagon. 2002 ota Lengyelorszagban is

forgalmazzdk , Danio Batonik” néven, Romanidban és Szlovdkidban pedig ,, Dots” névvel.

Legfontosabb Osszetevéi: Zsirszegény tehénturd 42%, kakads étbevonédmassza 36%, cukor,

vaj.
kicsi pottyds Rudi | Orids pottyds Rudi
témeg 30g 50g
hossz 8cm 11,6 cm
atméré 2cm 2,4 cm

Az eredeti feladat:

Iskolatokban a didkok tobbsége szereti a Turd Rudit. A farsangra az a terv, hogy
csindltatnak egy orids Turd Rudi-tortdt, amelyb6l mindenkinek jut legaldbb annyi, mintha
egy Turo Rudit kapna.

A cukrdsz segitséget kér a megvaldsitdshoz. Tervezd meg a tortdt és szdmitsd ki a
hozzdvaldkat!

Az adatokbdl nem a Rudi elfogyasztasara koncentralé feladat is késziilhet példaul:

Egy vdsar alkalmdval 3 fés csapatok indulhatnak azon a versenyen, amelyen a leheté
legkevesebb Turd Rudi felhaszndldsaval kell kirakni a , Turd Rudi” feliratot. Te milyen

tervet javasolndl csapatodnak?

> Tovdbbi kérdés hozzdtétele



http://hu.wikipedia.org/wiki/2002
http://hu.wikipedia.org/wiki/Lengyelorsz%C3%A1g
http://hu.wikipedia.org/wiki/Rom%C3%A1nia
http://hu.wikipedia.org/wiki/Szlov%C3%A1kia

Afrika szavannainak jellegzetes dllata a zsiraf. Nyaka olyan hosszd, mint az eliilsé laba.

Vallmagassaga 300 cm, sulya 500 kg.

A hirtelen jott tavasz nemcsak az embereket, hanem az allatokat is kicsalogatta eddigi zart
kdzegiikb6l: Budapesten, a hét elején megsziiletett az Allatkert sorrendben 22. zsiraf bébije.
A mintegy 190 centiméteres kis jovevény szinte rogton talpra allt, de nemét nem lehet
meghatdrozni, mert 6tesztendés mamaja dvja 6t, és nem engedi kdzel hozza az dpoldkat.”
(Egy hir 2002 -bél)

Feladat

1. Milyen magas lehet kériilbeliil a zsirdafmama?

Erdekl6dj/Nézz utdna j6l szémoltdl-e?

Tovabbi kérdés:
Hdny kilogrammos lehet a kiszsirdf?

> Aktualizdlds

Ha egy meglevé feladat adatai elavultak, illetve érdekes lenne Ujabbakkal
osszehasonlitani akkor érdemes ezt a feladatvarialasi modszert alkalmazni. Mint példaul

a kovetkez6 esetben, ahol az adatok 2006-bdl valdk.

e TS S A SN S S s S5 S S

2 R g ~ ) ALY I O N~ 1) 7 P p )

ORIAS PIZZA (45 cm) 1850.-. NAGY PIZZA (28 cm) 1050.-. KICSI PIZZA 22 em) 890.-

Brassoi (pizzaszosz, sajt, stiltburgonya, fuszeres sertéshus Pleflerone (pizzaszosz, saji, sonka, gomba, pjefierone)
csikok) Picante (mustaros tejfol, hagyma, fokhagyma, fiistolt

Bugaci (pizzaszosz, sajt, resztelt csirkemdaj, erds paprika) tarja, sonka, kolbasz)

California (zejfol, sonka, bacon, kukorica, poréhagyma, Piedone (pizzaszész, sajt, hagyma, chilisbab, szalonna)
fiistolt sajt) Prosciutto (pizzaszosz, sajt, sonka)

Calzone (sonkaval, gombaval, sajtial téltve) Quattro ""”"f‘ﬂf-’-“’ f[’ aszosz, 4'/"11" sajt)

Carbonare (carbonara martas, sajt) Quattro Staggione (pizzaszosz, sajt, sonka, kukorica,

Catania (pizzaszosz, sajt, bacon, pfefferoni, tikortojds) gomba, borso) . i i

Don Giovanni (besamell, sonka, kukorica, brokkoli, Reg /‘;.“_“ (prradicsomsdss st dard s, vacon,
roquefort) & /)./( ,(g{”.””

Nz

Az eredeti feladat:

1. Az ajanlat alapjan melyik pizza (drids, nagy vagy kicsi) éri meg szerinted a legjobban?
Indokold meg vdlasztdsodat!

Ez a feladat eredetileg is modellezési feladat, az arak azonban elavultak, Uj arajanlatra van

szlikség, és ennek alapjan feladhatd az eredeti feladat. De tovabbi kérdés(ek) is feltehetd(k)

a régi és Uj ajanlat 6sszehasonlitdsaval kapcsolatban.

e Feladat

Készitsen tovabbi modellezési feladatot Turé Rudi témaban.

M.




ime két lehet$ség:

o Turd Rudi Napra a szervezdk azt tervezik, hogy a H6s6k Terén feldllitanak egy valddi
alapanyagokbdl késziilt 20 méter magas Orias Turé Rudi-t.
Hany kilogrammos lenne szerinted az igy készilt Rudi szobor?

o Az iskolatokban holnap reggel mindenki kap egy Turdé Rudit érkezéskor. Hanyan
tudjak majd elhozni a sziikséges mennyiséget?
e Feladat

Készitsen valdsagkozeli zart feladatokat:

a) Tortekkel kapcsolatos szamitasokhoz
b) A Pythagoras tétel gyakorlasahoz
M.

Egyéni.
e Feladat

A feladatvarialasi lehet&ségek kozott nem szerepeltek az analogizdlds (analdg feladat
készitése), a valds tartalom beiktatdsa, a tovdbbdolgozds az eredménnyel lehetGségek.
Készitsen ezekhez is megfelel6 valdsagkozeli/modellezési példa-feladatokat!

M
Analogizdlds
Példaul legyen az alapfeladat egy akcids ajanlat kedvezményének ellenérzése.
Keressen valtozatnak hasonldé vagy mas jellegli akciokat és ellenérizze a bennik

szerepl6 adatok valéban megfelel6en adjak-e meg az akcidban meghirdetett

kedvezményt.

Valds tartalom beiktatdsa

Utkovezés®
Az Utépiték 21 dra alatt kévezik ki egy utca felét. Ordnként 42 m?-t kéveznek ki. Mennyi
idé alatt késziilnek el az ut mdsik felével, ha most dranként 42 m?-rel kéveznek ki tébbet.
Modellezési ,valtozat”:
Feldjitigk az iskola el6tti utcat. Az utca 100 méter hosszu, egy sdv van az egyirdnyu

kézlekedésre, két oldalt parkolo autdk és mellette jarddk. Az egészet kockakdvel fogjak

® Velkey Kristof feladata



kikévezni. Mit gondolsz menni idébe telik a munkdsoknak a feladat elvégzése? Hdny
kockakére lesz sziikséglik?
Az eredeti valtozat tipikus iskolai gyakorlofeladat. A modellezési vdltozatban csak a téma
maradt meg ugyanis nemcsak valds helyzet keriilt beiktatdsra, de megvaltozott a
matematikai tartalom is. Mig az eredeti kovetkeztetéssel, egyenletfelirassal kapcsolatos,
és a munkdsok munkaidejére kérdez ra, itt geometriai szamitds, illetve a munkaidd
valamilyen feltételek, ismeretek alapjan tortén6é becslése szikséges a valasz
megaddasahoz.
Tovdbbdolgozds az eredménnyel
Példaul a kordbbi aldirasgytijtés feladat esetében:
Egy ellenzéki pdrt 4 000 000 aldirdst nyujtott be a kormdny egyik uj rendelete ellen.
Minden ujsdg kézélte a hirt és a hatalmas laddk képeit, amelyek az aldirt iveket
tartalmaztdk, valamint szerepelt a képeken 8 kisteherautd is, amelyekre a rengeteg
papir szdllitdsdhoz volt sziikség. Valdban ennyi teherauto kellett a szdllitdshoz?
A kapott eredmény utan megkérdezhetjik:
Milyen szdllitdsi modokat javasolndl a kapott eredmények tiikrében az aldirdsok

elszallitasahoz?

e Feladat
Készitsen valdsagkozeli feladatot a kovetkez§ szituacidkhoz:

a) Ljubljana és Maribor kozott fizetds autdpdlya van. 1996 nyaran az autdpdlya 67 %—a
autoutként mikodott. Az autdpalya kapujaban 350 tolart kellett fizetni.

M.

Példaul lehetséges feladatok:

- (zart) Mennyit kellett volna fizetni, ha végig autépalya lenne?
- (nyitott) Mennyibe kerilne Budapestr6l az ut ha Maribor-ba mennél Ljubljana
érintésével?°
b) Az Eurdpai Unidé 2008-tdl betiltotta a hagyomanyos, 100 W-nal nagyobb fogyasztdsu égdk
hasznalatat és takarékos égdk haszndlatdra buzditott minden orszdgot. Az egyes
égobfajtakat fokozatosan vontak ki a forgalombdl. 2012-ben mar 40 W-os égé gyartasa is
megsz(int.
M.

® Szabados Lajos 6tlete nyoman



Mennyire éri meg egy csaldadnak a még meglevé, miikodbképes izzdit most

energiatakarékosra cserélni?

,JOl birta a terhelést a Megyeri hid a teherbirasi prébdn, a szerkezet kevesebb mint fél
métert hajlott meg a mintegy félszdz kamion alatt - mondta el Rapkay Kdlman, a

kivitelez6 Hidépit6 Zrt. igazgatdja vasarnap az el6z06 esti tesztelésrél.

...A préba sordn 6sszesen 42, homokkal megrakott teherautét engednek a hidra,
ezeknek 6sszsulya egyenként 43 tonna. A méréseket azért éjszaka végzik, hogy a
napsités okozta hémérséklet-kiilonbség a hid teteje és alja kozott ne befolyasolja
a méreési eredményt....
A hid része az MO korgy(irl északi Duna hidjanak, amely a 2. szamu f6uttdl indul,
majd athalad a Szentendrei szigeten és a Szentendrei Duna-agon is. Egylttesen
1.862 méter hosszu. A Megyeri hidnak nevezett f6-Duna-agi hid ebbdl 591 métert

tesz ki.” Forras: http://www.origo.hu/itthon/20080824-jol-birta-a-terheles-

probat-a-megyeri-hid.html

M.
lehetséges feladat:

Miért ilyen terhelés mellett végezték szerinted a tesztelést?’

Madszerek és egyéb lehetoségek valosagkozeli feladatok

feldolgozasahoz

Ebben a fejezetben olyan mddszerekrdl lesz szé, amelyek jol haszndlhatdk valdsagkozeli
feladatok megoldasa soran. Ezek a mddszerek kiegészithet6k mas lehet6ségekkel is, példaul
Uj technikai lehet8ségekkel, amelyek segithetik a feladatokkal végzett munkat. Erre is szo
lesz réviden a fejezet végén.

" Karéacsonyi Csaba 6tlete nyoman


http://www.origo.hu/itthon/20080824-jol-birta-a-terheles-probat-a-megyeri-hid.html
http://www.origo.hu/itthon/20080824-jol-birta-a-terheles-probat-a-megyeri-hid.html

Mddszerek a feldolgozdshoz

Modellezési feladatok iskolai feldolgozasanal altaldban valamilyen csoportos tevékenység a
legalkalmasabb. Az is fontos, hogy a tanar megfelel6 médon, inkdbb segité kérdésekkel a
hattérbdl tamogasson, de ne direkt mdédon avatkozzon be a feladat megolddsaba.
Az el6bbiek figyelembevételével moddszerek adhatok meg, amelyek kozil az adott
korilmények figyelembevételével lehet valasztani.
A ,moédszer”-t a tovabbiakban a kdvetkezs értelemben haszndljuk:
A modszer olyan tipikus tevékenység a tanitds sordn, amely a kévetkezé tulajdonsdgokkal
rendelkezik:

» dltaldnos jellegd, uj ésszefliggésben rugalmasan alkalmazhato

* adott cél érdekében keriil alkalmazdsra, ami jol meghatdrozhatd

* strukturdlt, azaz megadott, hogy a résztvevék (idedlis esetben) hogyan

tevékenykednek és kommunikdlnak egymdssal.

igy a mddszer lehet (Barzel, Biichter, Leuders, 2007):

* pontosan megadott tevékenység, egylttm(ikodési forma pl. kooperativ médszerek

* rokon tevékenységsorozat, amely konkrét esetben igen kiilonbdzéen is végbemehet

pl. ,, allomasok”

* altaldnos egylttmikodési forma pl. csoportmunka

o dltalanos 6sszefoglald modszer pl. projekt

* tanitast kisér6 tevékenység pl. portfolid
A méddszer igy nem egy biztos ,triikk”, hanem egy lehet6ség egy olyan tanitas kialakitasahoz,
amely sordn a tanuld egyéni lehetGségeit kibontakoztathatja és tovabbfejlesztheti. Egy
maodszer alkalmassdga mindig csak a tanitasi cél és a szandékok Osszefliggésében itélhetd
meg.
A kovetkez6kben néhany olyan médszer révid ismertetése kovetkezik, amelyek jol
hasznalhaték modellezési feladatok megoldasa soran is.

Ablak (példaul szempontok, feltételek gydjtése, reflektalas)

e 441 részre osztott lap, az egyes részeket megszamozzuk. (1, 2, 3, 4, a kozéps6 rész
Uresen marad) a megfelel6 szammal ellatott részbe jegyzik fel a csoporttagok azt a
véleményt, tulajdonsagot, dolgot, tényt, amit gondolnak. A kozéps6 részbe a
csoportvélemény kerdl.

Irka (példaul szempontok, feltételek gydjtése, reflektalas)

* A csoport tagjai egymas utan, kerekasztal moddszerrel, néman, tetszGlegesen
folytatjak egymasét, az A/4-es lapra hiznak egy-egy vonalat irdsuk utan.

* Meghatarozott ideig tart.

Szo6forgo (példaul szempontok, feltételek gydjtése, reflektalas)

* A csoport tagjai sorban, az déramutatd jarasaval egyezd iranyban elmondjak
egymasnak a gondolataikat, egy tag beszédidejét meg lehet hatarozni.

Kupaktanacs — oOtletel6 (példaul szempontok, feltételek gydjtése, matematikai modell
kidolgozasa)



e A felvetett probléman mindenki egyénileg elgondolkozik.
e Parban is megbeszélik.
o A két pdar kozosen is megvitatja a problémat.
Paros széforgd (példaul szempontok, feltételek gyUjtése)
e A diakok csoporton beliil parokban beszélik meg gondolataikat.
e A csoportbéli parok megbeszélik, milyen azonos gondolatok meriltek fel a
témaban, melyek azok, amelyek csak egyikiknél
Sz6halé — pokhald (példaul szempontok, feltételek gytijtése)

* A csoport minden tagjanak legyen sajat szine, amivel a csomagoldpapirra dolgozik. A
lap kozepére keriljon fel a téma, a didkok irjanak koré kulcsfogalmakat, illetve
azokhoz tartozé kifejezéseket. Ezutdn a szorosan Osszetartozd kifejezéseket kossék
Ossze egy vonallal.

Felfedezé riporter (példaul szempontok, feltételek gydjtése)

* A csoportok egy adott feladaton dolgoznak, mikézben egyik6jik a tobbi csoporttol
szamukra hasznos informaciot gydijt.

Szerkesztés (példaul szempontok, feltételek gyljtése matematikai modellek kidolgozdsa
kiilonbo6z6 feltételek figyelembe vételével, reflektdlas)

Adott témdban el6zetesen 6ndlléan kidolgoznak egy-egy részletet a csoporttagok, majd ezt
kozosen rendezik és egységes munkat készitenek beldle

Plakat (a modellezés folyamatanak bemutatdsa, a matematikai modell bemutatdsa)

* A Kkijelolt témaban a csoporttagok esetleg kiilonb6z6 szinekkel dolgoznak a
csomagoldpapiron.

Képtarlatogatas (a modellezés folyamatdnak bemutatdsa, a matematikai modell
bemutatasa)

* A csoportok megtekintik a tébbi csoport munkajat.

* Megbeszélik a |atottakat és értékelik a munkakat.

Szakvélemény (példdul kilonb6z6 modellek kidolgozasahoz értékeléséhez adott valds
probléma esetén)

* A feladat soran 0Osszehasonlitd, értékelS vizsgalatot kell elvégezni és valamilyen
formaban megindokolt ajanlast kell késziteni- allaspont kifejtése levél, tanacs stb.
formajaban.

A Jigsaw-madszer (példaul kilénb6z6 modellek kidolgozdsdhoz adott valds probléma
esetén)

* Atanuldocsoportok mindegyike egy résztéma ,szakértGjévé” képezi ki magat, a majd a
gyakorlat masodik részében tovabbadja ezt a tudasat a tobbieknek.

Projekt (példaul komplex modellezési feladatok)

* Bizonyos mértékig szabadon vdlaszthaté témaban a tanuldk vdlasztjdk meg a
vizsgalandd kérdéseket, kidolgozas modjat és mdodszereit. Az eredményekrél széban
irasban pl. poszter, beszamolnak.

* Feladat



Valasszon két feladatot a jegyzetbdsl és gondolja meg, hogy az el6bbi mddszerek kozil
melyiket és hogyan alkalmazna ezek megoldas sordn.
M.
Egyéni
e Feladat
Valasszon ki hdrom mddszert az ismertetett mddszerek kozil és mutasson példat arra milyen
modellezési feladat/feladatrészlet esetén hasznalna!
M.
Egyéni

Uj technika segitsége valdsdgkézeli feladatok megolddsdban

A valdsagkozeli feladatokat leggyakrabban mar meglevé ismeretek, eljarasok alkalmazasahoz
haszndljuk, de el6fordul az is, hogy valamely Uj matematikai tartalom tanitasandl kerilnek
elé. Ez utdbbi esetben f6leg motivacio a cél, és kés6bb az ismeretek birtokdaban keril majd
el6 djra a feladat.
Ezekben az esetekben fGleg a kdvetkezd technikai lehet6ségek lehetnek segitséglinkre:
» grafikus kalkulator
* Computeralgebra-rendszer
* Dinamikus geometria-software
* Tablazatkezel6
* Kiilonbo6z6 valdszinliségszamitashoz és adatelemzéshez hasznalhaté software-k
* Internet
Ezeknek az Uj technikai lehet6ségeknek alkalmazasanak el6nyei kéziil emlitiink réviden
néhany fontosabbat:
* Szamitasi hibdk elkerilése
* A szamitdsokat a segédeszkoz végzi, nem tereli el a feladatrdl a tanuldkat ezek
elvégzése.
* lIgen komplikalt szamitasok is konnyen elvégezhet6k
* Szisztematikus prébdlkozasok nagy szamban kdnnyen kivitelezheték
* Grafikonok, tablazatok segitségével kdnnyen megjelenitheték és igy jobban
felhasznalhatok adatsokasagok
* A kapott eredmények sok esetben az interneten taldlhaté informacidk
segitségével ellenbrizhet6k

Az Uj technikai segitségek kozlil két lehetGséget emeliink itt csak ki.

Az Interneten mint lattuk otleteket taladlhatunk feladatok készitéséhez, illetve kereshetilink
Otleteket példaul adott témdahoz Id. még feladatkészités fejezet.

J6 segitséget kaphatunk hianyzé adatok gydjtéséhez is.

A csoportos feladatmegoldas pedig kdnnyen folytathaté akar hazi feladatként is hiszen e-
mailben, vagy kozosségi feliileteken gond nélkil tovabb lehet dolgozni. Ugyancsak jo
lehet6séget ad igy projektfeladatok kozos kidolgozasa esetén.



A GeoGebra program, mint ingyenesen letdlthet6 dinamikus software, szintén segitheti a
megoldast modellezési feladatok esetében. Elkészithet6k példaul olyan mozgathatd abrak,
amelyek segitségével tobbféle feltétel valtoztathatd és emellett adatok szamithatok. Ilyen
segitség adhato is a tanuldknak olyan modellek vizsgalatahoz példaul, amelyek elkészitése az
adott tanulécsoportnak nehéz lenne.

A kovetkezékben egy ilyen lehet8ségre idézink példat ® (Téth E. 2013, 71.0.).

A feladat: 2013-ban Nagy-Britannia leghiresebb tehelséghulald versenyén egy ma-

gyar csapal is részt vett. A nézdtér felé, a szinpad elejére egqy vismnat feszitefiek ki,

amelyen arnyékulkal jeleniteltek meg tdriéneteketl. Kildnleges jatébukbal olyannyima

elkapraztatiak a kézinségel, hogy megnyerték a misort. A képen eqyik eldaddsukbol

lithatsz egy jelenetet. A sirokal is egy-egy tdncos formdzza, ahogy az édesanydf és

kislinyat is.

Hogyan helyezkedhetnek el o viszon magdtt az eldadok? Mekkora lehet a valisdgban

a két szerepld kezének tdvolsdga?

Abra A dolgozatban vizsgalt jelenet

Forras: https://www.youtube.com/watch?v=phGylyp3MBg.

A feladathoz kilonb6z6 osztdlyokban elképzelt megolddst is megadott a szerz6. A 9.-10
osztdlyosok megoldasahoz, amely az alabbi abra alapjan késziilt, dinamikus feladatlap is
készlilt, amelyhez, akarcsak a feladat kidolgozas tobbi részéhez részletes elemzés is tartozik.
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7.8 abra. A két faszerepld elhelyezkedése a szinpadon - oldalnézet

& http://www.cs.elte.hu/blobs/diplomamunkak/alkmat/2014/toth erzsebet rita.pdf



http://www.cs.elte.hu/blobs/diplomamunkak/alkmat/2014/toth_erzsebet_rita.pdf

abra Részlet a szakdolgozatbdl

A modell segitségével kapott eredményt igen Gtletesen ugy is ellenérzi a hallgatd, hogy a
szamitott eredmények alapjan elkésziti a szinpadi képet papirbdl és ezt hatulrél megvilagitva
elkésziti az arnyképet (80.0.).

(a) (b)

(c)

7.11. abra. Az ellendrzéshez készitett makett (a) felil- illetve (b) oldalnézetbsl; (c) a
maketten kapott drnykép.

abra részlet a szakdolgozatbol

A feladathoz hasznalt technikai segitség nemcsak hatékonyabba, de élvezetesebbé tette a
feladat megolddasat, amely 6nmagaban is izgalmas volt.

Végil érdemes még kiemelni mégegyszer azt a lehetlséget, amikor egy modell
elkészitéséhez nem dll rendelkezésre elég ismeret a tanuldok szamdra, am technikai
segitséggel az adott feladat szamukra is megoldhatdva valik.
Ez nemcsak érdekes kihivas a tanuldknak, de egyben arra is felkésziti 6ket, hogy a valds
életben is sziikség lehet olyan feladat megoldasara, amelyet annak ellenére el tudunk
végezni, hogy ismereteink nem elegendéek. llyen feladatokkal arra is példat latnak, hogy
ismereteiket alkalmazva, tovabbiakkal ezek bGvithet6k és még alkalmazas- képesebbekké
valhatnak. Ennek soran a matematikardl alkotott képik a statikus lezart ismeretrendszer
helyett a nyitott, dinamikus és kiegészithet6 felé valtozik.

e Feladat
Keressen a jegyzetben/vagy készitsen olyan feladatokat (legaldbb kett6t amelyek
feldolgozasdnal haszndlnd a Geogebra programot! Gondolja at és fogalmazza meg
elképzelését!
M.
Egyéni



e Feladat
Keressen példat olyan problémara, amelynek megolddsahoz az altalanos (kozép) iskolai
ismeretek nem elegendéek viszont a technikai lehet6ségek segitségével megoldhatok, (a
kdzépiskoldban (egyetemen) szerzett ismeretek birtokdban mar megoldhatok)!
M.
Példaul az emlitett szakdolgozat Sportrekordok feladata esetében is olvashatunk ilyen
lehet&ségrél.
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