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TARTALOMJEGYZEK



Bevezetés

Ezt a jegyzetet ugy szeretnénk megirni, hogy a tanarképzés atalakulasanak idészakaban, az éppen kifuto
tanari MA képzés tapasztalataibol az Gj osztatlan képzés szaméra sztrjiik le a tanulsagot.

Megjegyzéseinket, tandcsainkat arnyaljak azok a benyomésok, amelyeket a f&iskolai, illetve az egyetemi
tanarképzésben eltoltott évtizedek, iskolalatogatasok, tanarklubok, konferenciak és vandorgytilések alkal-
méval szereztiink.

A tanitaskiséré szeminarium legnagyobb pozitivuma, hogy létezik és lehet&séget ad arra, hogy ,semleges”
terepen, kozvetlen érintettség nélkiil aktualis, néha nagyon is érzékeny témékat, szituacidkat, problémakat
beszéljiink meg.

Az iskolaba kikeriilve szamos problémaval talalkozik egy tanérjelolt. A szeminariumon igyeksziink felhivni
a figyelmet az elére lathatod problémékra és alkalmat ad az iskolai gyakorlat soran felmeriils varatlan
helyzetek elemzésére.

A megbeszéléseken sokféle élethelyzetet ismeriink meg, hasznos tanacsokat és otleteket gytijthetiink. Talan
az informacioknal is fontosabb, hogy a hallgatok egymastol is kaphatnak megerdsitést és tamogatéast, nem
érzik magukat egyediil a probléméjukkal (pl. ttlzott mentori iranyitas vagy éppen a segitség hidnya).

A jegyzet ennél tagabb tematikat érint azzal a céllal, hogy az aktualitasok mellett altaldnos tudnivalokra

az iskolai élet méas mozzanataival kapcsolatban.

Diohéjban kitériink a tanitas keretrendszerére és a pedagogus életpalyara. Osszegytjtiink néhany otletet és
tanacsot a matematikatanar tanoérai és tanoran kiviili tevékenységéhez. K6zzé tesziink néhany tapasztalatot
és javaslatot a taneszk6zok készitésérdl és hasznalatarol.

Javaslataink kézéppontjaban a jatékossag, a tanuloi érdeklédéshez valo igazodas &ll, de toreksziink arra is,
hogy a kidolgozatott példakkal gazdagitsuk a kezdé tanar gytijteményét.

Altalaban altalanos iskolas tanulokkal indithato problémakat valasztottunk ki, de utalunk ra, hogy hogyan
lehet matematikailag is tartalmassa tenni a kedvcsinalo, jokedvi tevékenységet.

Mivel tapasztalatban, mondanivaloban nincs hiany, a felvetett problémak kidolgozaséanak a terjedelem szab
hatéart. Ahol feltétleniil sziikséges a tovabbgondolas, ott utalunk azokra a forrasokra, amelyek megkdnnyitik
a tanar dolgat.

Mi szeretettel gytjtottiik az otleteket, és kivanjuk, hogy az olvasd 6rommel és eredményesen hasznalja az
iskolai élet szinesitésére.

Budapest, 2015. jualius 15.

A szerzék
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I. fejezet

A tanitas keretrendszere, a pedagbgus
életpalya

Egy matematikatanarnak a szakorak megtartasan, korrepetalason, versenyre valo felkészitésen, szakmai
tovabbképzésen kiviil még szamtalan feladat adodik az iskolaban.

Az iskolai élet szempontjabol hatraltatod tényezs, hogy a szervezeti kérdések (az iskolatipusok struktiraja,
az egyes tipusok képzeési és nevelési céljai, az intézménytipusok kozotti atjarhatosag) és a jogszabalyi hattér
(a kozponti szabalyozis intézménye, a fenntarto) folyamatosan valtozik, tovabba nem vilagos az egyes
iskolatipusoknak a tanarképzéssel valo kapcsolata. Az egyes iskolak atszervezése, athelyezése, 6sszevonasa
vagy megsziintetése is allanddéan napirenden van. Kérdéses, hogy 8 vagy 9 osztalyos az altalanos iskola, kihez
tartozik a szakmunkasképzés, melyek az érettségit add iskolatipusok, melyik szakma milyen életpalyaval
szamolhat.

Ekozben az oktatas folyik, miikodik a tanar hagyomanyos kapcsolatrendszere (tantestiilet, munkakozosség)
és 1j elemekkel gazdagodnak a kapcsolattartasi modok (e-naplo, kozosségi oldalak, internet). Megtartjak
a fogad6 orakat és sziil6i értekezleteket, tartanak nyilt napot és iskolai tinnepségeket. Mennek varosnézés-
re, kirandulasra, rendel az iskolaorvos, dolgozik a nevelési tanacsadod, logopédus és az iskolapszichologus.
Beosztjak az tigyeletet, a napkozi vagy tanuloszobai foglalkozasokat, amelyeken gyakornok, pedagogiai
asszisztens és szaktanar is feladatot kap(hat).

Ha az iskola koriillményei megengedik, az ebéd utan a tanulok 1,5-2 6rat az udvaron jatékkal, kikapcsolo-
déassal toltenek. 2-2.5 6ra idStartam alatt tanari felligyelettel, esetleg segitséggel elkészitik a tanulok a héazi
feladatot és megtanuljak az Gj anyagot. A tanulészoba végén uzsonnaznak a tanulok. Ez alol egyedi kérésre
mentesiilnek a szakkorosok, kiilonoérasok. Ha egy szaktanar korrepetalést tart, 6 is elkérheti a tanuldt.
Mindez szigoru rendszer szerint kell, hogy miikddjon, hiszen példaul az iskola teriiletének elhagyasat, vagy
az iskolaba valo belépés rendjét a hazirend rogziti (életkornak megfeleléen).

A pedagogus életpélya modell egyik kézponti célkitiizése, hogy Osztonozze és ellendrizze a pedagogus folya-
matos tanulasat, megujulasat és fejlédését. Ezt szolgalja a mindsits és ellendrzé rendszer, amely 2 kotelezd
mindsitését (a gyakornoki 2 év, illetve a 6-9 év gyakorlat utan) és 5 évente a pedagogus, az intézmeény és az
intézményvezets ellendrzését foglalja magaba. A http://www.oktatas.hu/kiadvanyok,/ honlapon részletes
ismertetd talalhato a pedagdgusok mindsitési rendszeréhez, amely tdmogatja a pedagogusok felkésziilését a
mindsitdvizsgéra, illetve a mindsitési eljarasra, és segiti a 326,/2013. (VIIL. 30.) kormanyrendeletben foglal-
tak alkalmazasat. Mi is egy ilyen dokumentumbol idéziink, a http://www.oktatas.hu/kiadvanyok oldalon
talalhato az ,,Utmutatoé a pedagogusok mindsitési rendszeréhez. A masodik, javitott valtozat kivonata.” 6.
oldalan all:

A mindsitGvizsga és a mindsitési eljaras soran a bizottsag a gyakornok, illetve a pedagogus kompetencidinak
fejlettségét allapitja meg, a pedagogus tevékenységérsl kapott dokumentumok és a személyes tapasztala-
tok alapjan. Az orszégos pedagogiai-szakmai ellendrzés visszajelzésének, valamint az intézményi énértékelés
pedagogusra vonatkozo részének a minGsités rendszerébe valo integralasa (30%) azaltal valik lehetségessé,
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hogy az értékelés egységesen kompetenciaalapd, azonos tartalmi és modszertani elemek alkalmazasaval
torténik. Azért, hogy az értékelés ne csak mindsits, hanem fejleszts/tamogato szerepet is kapjon a peda-
gogusok mindsitésében, a pedagogus frasos visszajelzést kap az erésségeirdl és fejlesztendd teriileteirdl. . . .
A mindsitévizsgat és a mindsitési eljarast a mindsitébizottsag folytatja le, amely harom f6bdél all. Elnoke
az OH altal delegalt, Mesterpedagogus fokozatba sorolt, az Orszagos szakértéi névjegyzéken pedagogiai-
szakmai ellendrzés (tanfeliigyelet) és pedagogusmingsités szakteriileten szerepld koznevelési szakerts, aki
a kiilon jogszabalyban foglaltak szerinti felkészitésben vett részt. Tagjai a gyakornoki mindsitévizsga ese-
tén valamely pedagoégusképzd felsGoktatasi intézmény tanarképzési kozpontjanak javaslatara az intézmény
oktatoja vagy gyakorloiskolajanak, gyakorloovodajanak, gyakorlokollégiuméanak legalabb Pedagogus II. fo-
kozatba sorolt alkalmazottja, aki a kiilon jogszabélyban foglaltak szerinti felkészitésben vett részt, tovabba
a pedagogust alkalmazo koznevelési intézmény vezetSje vagy az altala megbizott, pedagdgus-szakvizsgéval
rendelkez6 magasabb vezetGi vagy vezetGi megbizéssal rendelkez alkalmazott. Tagjai a mindsitési elja-
ras esetén az OH altal delegalt ... koznevelési szakértd, ... tovabbé a pedagogust alkalmazo kéznevelési
intézmény vezetGje vagy az altala megbizott, pedagogus-szakvizsgaval rendelkezé alkalmazott. Az intéz-
ményvezeté mindsitési eljarasa esetében a fenntarto képviselGje. Mindsitéként csak a mindsitett pedago-
gussal azonos vagy magasabb fokozatba besorolt, azonos munkakorben legalabb 6t év szakmai gyakorlattal

rendelkez6 pedagogus vehet részt a mindsitGvizsgan és a mindsitési eljarasban.

A tanar mindsitési eljarasa esetén a mindsitébizottsag egyik tagjanak végzettsége és szakképzettsége azonos
kell, hogy legyen az értékelt tanadrnak a mindGsitésre vald jelentkezésében megjelolt tantargya tanitéséara
jogositd végzettségével és szakképzettségével.”

Ebben az 1j rendszerben a pedagdégus munkajanak sokkal atfogobb dokumentacioja sziikséges (szaktargyi
felkésziilés, tanitas, reflexié és minden a szakmai és az iskolai élettel Osszefliggd tevékenység, esemény).
Mindez feltételezi, hogy a tanar a tevékenységérdl az eddig megszokottnal céltudatosabban gytjti az ada-
tokat, igazolasokat a portfolidja szamara.

A tanari MA képzésben részt vevs hallgatok elényben vannak a méar régebben a palyan levs tanarokhoz
képest, mert mar a zarévizsgara késziteniiik kell a kompetencidjukat alatdmaszto elektronikus dossziét,
portfoliot és a zardvizsga része ennek a portfolionak a védése is.

A képzést lezaro portfolio a kovetkezs tanari kompetenciak szerint allitand6 Gssze:

e A tanulo személyiségének fejlesztése (tehetséglejlesztés, specilis banasmodot igényls gyerekek sza-
mara készitett egyéni terv, egy kivilasztott novendék jellemzése, esettanulmany egy kivalasztott
novendék, vagy csoport fejlédésérdl, orai megfigyelések)

e A tanuloi csoportok, kozosségek alakulasanak segitése, fejlesztése (az iskola szocidlis kompetenci-
ak fejlesztési gyakorlatanak bemutatéasa, ,osztalyok” kozosségének fejlesztése — k6zO6s hangverseny-
latogatas, haziversenyek, iskolai konfliktushelyzetek értékels elemzése, kooperativ munkét tiikrézd
ora dokumentumai)

e A pedagogiai folyamat tervezése (pedagogiai program, helyi tanterv, tervezett anyag felépitése, in-
tézmény bemutatéis az iskolaban begytijtott dokumentacios anyagokkal, nevelési, oktatasi folyamat
tervezését, szervezését dokumentald valtozatos médiumok — draterv, versenyek és egyéb programok
tervezése, oraterv, tematikus terv, oran kiviili tevékenység terve)

e A tanulok miveltségnek, készségeinek és képességeinek fejlesztése a tudas felhasznalasaval (prevenci-
0s program, szabadids programok, tankonyvelemzés — a hallgaté reflexioival ellatva, sajat készitési
taneszkoz, poszter, vizualis segédanyag bemutatasa, a gyerekek altal egy adott téméarol gytjtétt doku-
mentumok, valamely szakmai probléma megoldésanak leirasa — példaul helyteleniil rogziilt ,szabaly”
vagy szoOhasznélat javitasa, a gyakorlasi hajlandésag novelése, eredményesebb gyakorlasra nevelés)

o Az egész életen 4t tarto tanulast megalapozo kompetenciak fejlesztése (tanulas-modszertani segéd-
anyag Osszeallitasa, palyaorientaciés programok, motivacios kérdéiv felvétele és elemzése, szamito-
géppel segitett tanulas — keresGprogramok, elektronikus konyvtarak)

e A tanulési folyamat szervezése és irdnyitasa (sajat tematikus terv, modszertani tevékenység doku-
mentéalasa kiilonb6z6 médiumokkal, a szakmai gyakorlat egészérdl irt rovid Osszefoglald, reflexiokkal,



évfolyamtéarsak kritikai észrevételei a jelolt tanitasarol, szervezési munkajarol, versenyek szervezésé-
nek dokumentumai, tanulasszervezésre vonatkozo felfogéasa)

e A pedagogiai értékelés valtozatos eszkozeinek alkalmazasa (szaktargyi értékelés, mérésértékelés intéz-
ményi sajatossaga, mindségbiztositas, tanarral és intézménnyel szembeni elégedettség mérése, gyere-
kekkel, tanarokkal, sziil6kkel készitett interjuk, beszélgetések vazlata)

e Szakmai egylittmiikodés és kommunikacio (kiils6 szervekkel vald egyiittmiikodés dokumentumai, az
egyiittmiikddés formainak bemutatasa, gyermekekkel, sziil6kkel valo kapcsolat intézményi bemutaté-
sa — fogad6ora, nyilt nap, nevelGtestiileti értekezlet, konferenciak, hazi, megyei, orszégos és nemzetkozi
versenyek)

o Onmiivelés, elkbtelezettség a szakmai fejlédésre (szakirodalmi attekintés reflexiokkal, szakcikk Gsszeg-
zése, értékelése, szakmai fejlgdési terv — kozeli és tavoli célkitiizések, valamint ezek teljesitésére vonat-
kozo tervek, onképzési tervei, tervezett tovibbképzések, tovabbtanulési tervek, nyelvtanulas, szakmai
szervezetben, bizottsagban valo részvétel dokumentécidja, szakmai el6adason, konferencian készitett
jegyzetek reflexiokkal (szakmai rendezvények — Bolyai Tarsulat, K6MaL, vandorgytilés, modszertani
napok)

A mindsitési rendszer miikodésének kezdeti tapasztalatai alapjan érdemes kiemelni, hogy

e clektronikusan is kell gytjteni a dokumentumokat;
e didk beleegyezéssel sem szerepelhet feltoltott foton, videon;

e a pedagogusnak sajat magat, a teljes pedagdgiai tevékenységét kell bemutatni, nem célszeri az el6irt
minimalis informaciéra és a szaktanari tevékenységre szoritkozni.

Az elvarasok mellé persze segité eszkozok, rendszerek és személyek is tarsulnak. A legalapvetSbb segitség
a kollégak egymas kozotti tapasztalatcseréje, de jelentss szerep jut a mentoroknak és a szaktanacsadoknak
is. A matematikatanarok merithetnek a Bolyai Janos Matematikai Tarsulattol valamint a képz§ intézmé-
nyektsl a vandorgytiléseken és a modszertani konferencidkon megosztott tapasztalatokbol, otletekbdl és
tamogatasbol. A tehetséggondozas fontos elemei a K6MalL és a kiilonb6z§ versenyek, amelyekrdl elektro-
nikusan is elérhetSk az informaciok.
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I1. fejezet

(GGondolatok a matematikatanar tanérai
feladatairol

A tanitas mindennapjai alapvetGen harom, egymassal kolcsonhatasban 1évé feladatkorbol allnak, ezek az
elokészités, a lebonyolitas és az értékelés. Amikor egy feladatot kivalasztunk, akkor gondolni kell ra, hogy
annak tanulsagait gyakoroltatni és szamonkérni is kell, tehat legalabb harom feladatot érdemes alkotni
ugyanarra a tartalomra. Ha differenciélni is akarunk, akkor konnyti, kbzepes és nehéz valtozatban is érdemes
gondolkodni. Az egész folyamat attekintésében nagy hasznunkra lehet a tanmenet és az oravazlat. Azon
tul, hogy kell, érdemes is o6ravazlatot irni, hiszen bizonyos tervezési fegyelem elengedhetetlen, hiszen az
ora szakszertiségét szolgalja. Ellendrizhet6vé teszi, hogy a tervezés soran hozott dontések a szandékolt
eredményekhez vezettek-e. IsmételhetGve, javithatova teszi az o6rat. Eppen a gondos tervezés teszi lehetové
a rugalmas reagalast. Erdemes utolag feljegyezni a sikeres és sikertelen mozzanatokat is. A tanitas fazisainak
modszertani vonatkozéasairél bévebben lehet olvasni a Matematika modszertani példatarban (Ambrus és
tarsai, 2013).

I1.1. Unnepi 6ra

Matematikabol nem is olyan nehéz iinnepi alkalmat talalni (100. 6ra, aprilis elseje, egy esemény évforduldja,
egy hiresség sziiletésnapja, Mikulas, Gjév, péntek-tizenharmadika, stb.).

Nagyon emlékezetesek szoktak lenni a forditott 6rak. Ha elég magabiztosak a didkok, akkor rajuk lehet
teljesen bizni az el6készitést és a lebonyolitast is, de ha eszkézre, megerssitésre van sziikségiik, akkor
segitenie kell a tanarnak.

Lehet, hogy egy egész o6rat szénunk az {innepre, de érdemes egy-egy érdekes jatékos feladvanyt szinte
minden o6rédba becsempészni. A tananyag rutin feladataihoz is kereshetiink népszeri rejtvénytipusokbol,
tarsasjatékokbol ismert jatékotletet, eszkozoket. Az alsod tagozatban megismert jatékok és eszkozok (logikai
készlet, szines rudak, LUK készlet, stb.) kés6bb is jol hasznalhatok.

A réaszant id6 sokszorosan megtériil, mert j6 hangulatot teremt a matematikaéran. Ha a tanulok érdeklédé-
séhez igazitjuk a feladvanyokat, akkor meggy6zhetjiik ket, hogy a matematika egyrészt érdekes, mésrészt
hasznos és (sok)mindenhez van koze.

A jo feladvanyok gytjtése, adaptalasa Osszetett modszertani feladat.

A Matematikatanitasi és Modszertani Kozpont 6sszeallitott ,,Elemi matematika példatar tandroknak” cim-
mel egy elektronikus jegyzetet, amelyben szdmos Gtletet és ajanlast dsszegytjtott (Jatékok, Bivésztritkkok,
Albizonyitasok és beugratok, Fejtorck, Paradoxonok).

A szaktargyi tanitaskiséré szeminariumon az egyik beadando6 feladat éppen egy iinnepi ora terve. A sze-
minérium résztvevéi ezt egy kozos platformra kiildik be, ahol mas &tleteiket, sikereiket és problémaéikat is
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megoszthatjak egyméssal. Az Gsszegytlt anyag azt is megmutatja, hogy mennyire sokféle elképzelés él a
hallgatokban arrdl, hogy a matematikarol és a matematikabol mi szamit érdekesnek. Van, aki gorcsosen
ragaszkodik a hagyoméanyos matematika tananyaghoz, meg olyan is, aki a tartalom &tgondolasa nélkiil ad
fel sokféle feladvanyt, vagy éppen klasszikus (pl. sudoku) rejtvényekbdl szervez versenyt.

A legutobbi szeminariumon feltoltott gytijteményben talalhato otletek:

e mis tantargy fel6l megkozelitve (csillagaszat, trigonometria),
e alapismeretek versenyszerd atismétlése,
e a kocka éleire, lapjaira, halézatara és térfogatara vonatkozé nem szokvanyos feladatok,

e hires emberekhez kothets feladvanyok, a tananyagon kiviili érdekes matematikai ismeretek (Mobius-
szalag, Klein-kancso),

e optikai csald6dasok,

e matematikatorténeti érdekességek,

e gyufarejtvények, logikai fejtorsk,

o ¢letjaték, kitalalos jaték,

e mesematek, szadmkitalalos biivésztriikk,
e kétnyelvii feladvanyok,

e kooperativ stratégiak.

A hallgatok altal megtervezett rendhagyo 6rak leginkabb munkaformaban térnek el a tobbitdl (feladatlapok,
t6bb csoportmunka, verseny). Szembeting, hogy a gyakorloiskolaban szokésos éravéazlat sablonjaba nehezen
tudjak belepréselni a gondolataikat. Altalaban gondot okoz az idétartam megbecslése, az idSbeosztas. A
kiprobalas nem feltétlenil illik a mentortanarral készitett tanmenetbe, de helyettesitéskor, kirandulason,
szaktaborban és egyéb tanéran kiviili alkalmakkor szerezhetnek tapasztalatot a megvaldsithatosagrol.

Gyakran el6fordul, hogy csoportmunka soran azzal szeretnének idét nyerni, hogy a kiilonb6z6 csoportoknak
més-mas feladatot adnak. Osszességében tehat sok feladat szerepel, de minden csoport csak a sajat felada-
taival kiizd meg. Terveznek ugyan egy megbeszélést, ahol minden csoportboél valaki elmeséli a tobbieknek
a sajat feladatat és annak megoldéasat, de ennek hatékonysaga kérdéses. Az egyik hallgato ezt a problémat
a kovetkezSképpen csokkentette:

e Minden csoport egy-egy feladatlapot kap, amelyen egy megoldandé feladat van. A csoport tagjai
kozosen megoldjak a feladatot.

e Ezutan a csoport egy tagja helyben marad, a tobbiek pedig szétszélednek, mindenki egy-egy masik
csoport asztaldhoz megy. A helyben marad6 ismerteti az tjaknak a csoport feladatat, majd segit
nekik a megoldasban. Fontos, hogy atadja a megoldéshoz vezets gondolatmenetet is.

e A tanulok feladatlapot kapnak, amely a csoportban megoldott feladatokhoz hasonlokat tartalmaz.
Ezeket kell megoldani, és a megoldasok menetét leirni.

Igy sem ismer meg mindenki minden feladatot, sét, a helyben maradé egy tjat sem. Javithato a helyzet, ha
ugy szervezziik a csoportokat, hogy atrendezés utan minden csoportban legyen minden feladatnak gazdaja
és mindenki megoldatja a sajat feladatat.

A tanuldk igy nem csak a megoldast, hanem a megoldashoz vezets ut tudatositasat is gyakoroljak. A
tanar nehezen tudja a csoportokban folyo érveléseket kovetni, de a beadott megoldasokboél eldontheti,
hogy maradt-e tisztéznival6.
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Az {innepi 6ran alkalmazott eszk6zoknek, modszereknek és foglalkoztatasi formaknak a megfelel6 mate-
matikai tartalomhoz igazitva helye van minden 6ran, mégis iinnepszamba megy ezeknek az alkalmazasa.
Ennek egyik oka, hogy olyan kedvesinalo feladatok jutnak elsgként esziinkbe, amelyeknek nincs kézvetlen
kapcsolata az aktuélis tananyaggal (logikai rejtvények, becsapés feladatok, szam-keresztrejtvény, biivos
négyzet, stb.). Az is el6fordul, hogy a kapcsolat nem nyilvanvalo (kockahajtogatas).

Maésik akadaly lehet az eszk6zok beszerzése, elGkészitése (draga, idSigényes, ligyesség és gyakorlat kell hozza,
stb.). Az éppen népszeri vetélkedémiisor, rejtvényforma, tarsasjaték kereteinek a tananyaghoz illesztéséhez
nem elegendd tudni a tananyagot, hanem szakmai biztonsagra, attekintésre is sziikség van.

A szokvéanyostol eltéré modszertani megoldasok és munkaformak mindenképpen gondosabb és tudatosabb
felkésziilést igényelnek, mint a tankonyvi vagy példatari feladatok kivalasztasa. Vannak ugyan tankony-
vek, amelyek nyomokban tartalmaznak matematikatorténeti érdekességet, jatékot, tesztet, lyukas szoveget,
kevert mondatot, kivagando és Osszeragasztando haldzatot, tovabbé javaslatot tesznek a hagyoméanyostol
eltér6 munkaforméra (versiras, csapatverseny, stb.), de a tanar egyéni Gtletei nem nélkiilozhetsk az ora
emlékezetessé tételéhez.

I1.1.1. Ugyességi és logikai jatékok
1. Ordéglakatok

A logikai jatékok kiilonleges csaladja az érdoglakat, amely késziilhet fémbdl, fabol, mtianyaghol, stb. A cél,
hogy megkeressiik a jaték elemeinek azt a helyzetét, amelyben az szétszedhetd, illetve 6sszerakhato. Akkor
érdekes a jaték, ha az osztaly tanuléi behozzak a sajat (mar agyis ismert) példanyaikat és a tobbiekkel
nyittatjak ki vagy rakatjak ossze.

2. Tangram

Osi kinai jaték, amely a XIX. szazadban keriilt Amerikaba. Ma mar az egyik legnépszertibb jatek. Késziilhet
papirbdl, mianyagbol, fabol. Jatszhato kézzel foghatd darabkéakkal, aktiv tablan, tablagépen vagy akar okos
telefonon.

Minden tanul6 készithet maganak készletet. Azzal is differencidlhatunk, hogy a feladatrol és a megoldas-
rél kiszinezett vagy megszamozott minta megmutataséaval, illetve geometriai jellemz&k megfogalmazéaséaval
beszéliink.
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Egy négyzet egyenes szakaszokkal 7 részre kell vagni. A vagasra szolgald szakaszok végpontja mar létezd
szakasz végpontja vagy felezGpontja lehet.

Az egyik atlo elfelezi a négyzetet, és a méasik atlo fele két derékszogi egyenlészari haromszogre osztja az
egyik felet (1 és 2). A négyzet masik felébsl az atloval parhuzamos kozépvonallal levagunk egy derékszo-
gl egyenlGszara haromszoget (7). A maradék trapéz hosszabbik alapjat négy egyenls részre osztva egy
négyzetre (4), egy paralelogrammaéra (6) és két kis derékszogii egyenlGszart haromszogre (3 és 5) vagjuk.

e

A részekbsl sokféle alakzatot lehet kirakni, konvex sokszoget, hidnyos négyzetet, ember- és &l-
latfigurakat. Szinezett idomos feladvanyok és megoldasok taldlhatok pl. Prok Istvan honlapjan
http://www.ttk.bme.hu/~prok/Keszsegfejlesztes  Tangram.pdf. (Bévebben lasd Harsing, 1988.)

3. Kockakirakdk (Szomak)

Ismert logikai jatékok a kockakirakok. A cél egy kocka Osszeallitasa a kiillonb6zg alaki elemekbdl.

SR
R

7 db adott részbdl Piet Hein féle szomaja

4. Rubik Erné jatékai

A gyerekek projekt-munkaban vagy kutatési feladatként Gsszegytijthetik a jatékok torténetét, matematikai
hatterét, stb. Egy-egy ilyen foglalkozésra a tanulok (és a tanéar) behozhatjak a sajat jatékaikat, tarthatnak
bemutatot, adhatnak egymasnak feladvanyokat, szervezhetnek versenyt. A cimlap képén szereplé Rubik
Gubanc példéul nagyon alkalmas csoportmunkara.
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Kockak, dodekaéderek, tetraéder, kigyd és még sok mas

Forras: http://www.motivalodok.hu/static/images/gallery/1/115-b.jpg

5. Babel-torony

Dézsi Istvan alkotasa (1978), az egyik legismertebb magyar jaték. 36 szines mdanyag golyokbol all a 6
emeletes jaték. A golyok a szinskéla kiillonbo6z6 szineiben atmenetet képeznek a sotéttsl a vilagosig. A
mianyag gytrik elforgatasaval més szinsorrend alakithaté ki. A jaték célja, a szinek eredeti allapotba
visszarendezése, melyre Osszesen 42 szamjegy megoldasi mod ismert.

A feltalalo tobbi logikai jatékanak is érdemes utdnanézni az interneten (TREXI, a SUDOKU egy variacioja).
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II.1. abra. Forréas: http://blog.reflexshop.hu/wp-content/uploads/2015/06/b%C3%
Albel-tornya-1024x820. jpg

I1.1.2. Ismert jatékok modositasa

e Hasznalhatunk dobodkockas tarsasjatékot, ahol a szdmozott mez&khoz kérdések tartoznak. Ugyanazt
a tablat méas-mas kérdéskészlettel mas-mas témakorhoz vagy mas korosztalyhoz hasznalhatjuk. Akar
a didkok is megfogalmazhatnak kérdéseket.

e Aktualizalhatjuk a ,Lehet egy kérdéssel tobb?” tarsasjatékot kiillonbozé kartyakészletekkel.

e Hasznélhatjuk a televiziobdl ismert ,Legyen 6n is milliomos” jaték séméajat elektronikusan vagy pa-
piralapon. A versenyz6 megszavaztathatja az osztalyt, hogy ki szerint helyes az A), a B), a C) és
a D) valasz. Ennek alapjan kizarhat 2 valaszt, vagy elfogadhatja azt, amelyik a legtobb szavazatot
kapta. ,,Telefonos segitséget” 5 el6re megadott osztalytars koziil valaszthat. Ha a tanuldk élvezik a
jatékot, megértették a jatékszabélyokat, maguk is készithetnek a sablon segitségével feladvanyokat
egymésnak vagy éppen a tanarnak egy-egy jaték utan vagy jaték kodzben.

TORNASOR

Teétﬁcvclés oran 33 diak allt nagysa,s_; szerint sorba.
A magassagaikat centiméterben megado6 adatsokasdg
medidnja 168. A tornasorban

A) Veih 1 N Vg) o 17 tans
magasabb 168 cm-nél alacsonyabb 168 cm-nél.

legalibb 20 tamils R
magasabb 170 cm-nél

e A dominé jatékot is ,matematizalhatjuk”, ha fogalom és tulajdonsag, egyenlet és gyoke, stb. alkotjak
az Osszetartoz6 mezdket. Példaul a speciélis négyszogekrsl:


http://blog.reflexshop.hu/wp-content/uploads/2015/06/b%C3%A1bel-tornya-1024x820.jpg
http://blog.reflexshop.hu/wp-content/uploads/2015/06/b%C3%A1bel-tornya-1024x820.jpg
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van - 4 srimmelria-
beirt paralelo szimme trapéz
kiire gramma tengelye van
.0
dtlial . van
felezik negyzet pirbuzamos deltoid
cgymist oldalpirja

e Szamtalan témakorhoz kiilonb6z6 nehézségii jaték készithets a ,Memory” jaték modositott véaltoza-
tahoz — az Osszetartozok alkotnak part (pl. egy alakzat képe és valamilyen hozzé tartozo képlet).

I1.2. Kiegészit6 anyagok, kutatasi feladatok

A tananyagban kozvetleniil nem szerepld tartalmak a tajékozodast, kitekintést segitik, a tananyag mate-
matikai vagy matematikatorténeti hatterét vagy éppen a mindennapi élettel val6é kapcsolatat mutathatjak
be. Adhatunk kutatési feladatot az osztalynak, szervezhetiink projektet csoportoknak, vagy kittizhetiink
egyénre szabott témat is. A munka folyhat a tantermen kiviil is (otthon, konyvtarban, interneten, stb.).
Munkéjuk eredményét csoportosan vagy egyénileg beadhatjak vagy bemutathatjak poszteren, kiselGadas-
ban, megoszthatjak internetes féorumokon.

Tartalék feladok akkor is kellenek, ha egy gyerek tul gyorsan késziil el a tervezett munkaval, mert fontos,
hogy ne szaladjon tulzottan elére, hanem inkabb az adott anyag kapcsolatrendszerében mélyedjen el.

A kutatéasi feladatok soran a tanulok sajat kérdéseikre keresik a valaszt. A tanart az is tajékoztatja a tanulok
ismereteinek rendszerérél és mélységérsl, valamint a matematikai megkozelités igényességérsl, hogy hogyan
kozelitik meg a kutatési feladatot.

Kutatéas kozben megtanulhatjak a tanulok, hogy a megfogalmazott kérdés — a matematikaban altalaban is
— még akkor is fontos, ha még nem tudjuk a valaszt.

11.2.1. Példa 6nallé vagy csoportos kutatashoz
Kiindulasi feladat

Hajtsunk félbe egy (téglalap alaki) papircsikot, majd a hajtasvonallal parhuzamosan ismét hajtsuk félbe,
és igy tovabb. Hany hajtasvonal lesz a papiron 5 hajtogatas utan.

Egy feldolgozasi lehetSség

Ha pusztan a feltett kérdésre szeretnénk valaszolni, akkor a legegyszeriibb, hogy vesziink egy papirlapot,
kellGen sokszor félbehajtjuk, kisimitjuk és megszamoljuk, hogy hany hajtdsvonal lathato a lapon (31).
Ko6zben megallapithatjuk, hogy — Gszintén szolva — sem a kérdés, sem a vélasz nem til érdekes, semmiféle
intellektualis kalandban nem volt résziink a feladat megoldasa kdzben.

Izgalmasabb a helyzet akkor, ha csak képzeletben végezziik el a hajtogatésokat.

Az els6 félbehajtaskor egy hajtasvonal keletkezik, és két papirréteg keriil egymasra. A maéasodik hajtas
elvégzésekor e két réteg mindegyikén keletkezik egy-egy 4j hajtasvonal (és a régi is megmarad), és négy-
rétegd lesz a papirlapunk. A harmadik hajtasnal mind a négy rétegen kapunk egy-egy j hajtasvonalat és
nyolcrétegii lesz a papirlapunk.

Minden hajtogatasnal megduplazédik a rétegek szama és a kovetkezd hajtogataskor minden rétegen kelet-
kezik egy 1j hajtasvonal.
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Ha 6tszor hajtottuk félbe a papircsikot, akkor Gsszesen 1 4+ 2 + 4 + 8 4+ 16 = 31 hajtasvonalat kapunk.

Ugy is okoskodhatunk, hogy ha minden hajtogataskor megduplazodik a rétegek szama, akkor 5 hajtogatas
utan 32 réteg fog egymaésra keriilni. A széthajtogatott papirlapon ezeket a rétegeket éppen a hajtasvonalak
valasztjak el. Ahhoz, hogy egy papirlapot parhuzamos vonalakkal 32 tartomanyra bontsunk, 31 elvalaszto
vonalra van sziikség.

Mindkét gondolatmenetiinknek megvan az az elénye a ,kisérleti” megoldassal szemben, hogy koénnyen
altalanosithato, akdrhany hajtogatas esetén ugyanigy meg tudjuk mondani a hajtasvonalak szaméat, mig a
hajtogatasok tényleges elvégzése egy id6 utan gyakorlatilag lehetetlenné valik.

A két gondolatmenet egybevetésébdl egy szép Osszefiiggéshez is juthatunk: n hajtogatas esetén ugyanazt az
eredményt egyszer 1+2+4+. . 42771 egyszer meg 2" —1 alakban kaptuk, tehat 14+24+4+. .. 42" "1 = 2"—1.

A valosagos papirlap tényleges hajtogatasakor is béven akad meggondolnivalo. Legyen példaul 0,1 mm
vastag a lapunk. Ezt 6tszor félbehajtva 3,2 mm vastag papircsikot kapnank. Vajon hany hajtas kellene
ahhoz, hogy 1 méter vastag legyen az Gsszehajtott csik?

A rétegek szama megduplazodik és a csik vastagsaga kétszeres lesz. Az elvi meggondolés szerint 14 hajtas
elegends. Ha megprobalunk egy fiizetlapot ennyiszer Gsszehajtani, akkor a legiigyesebbeknek sem sikertiil.
Ugyetlenek voltunk? A papir mérete az oka? Lehetséges egyaltalan?

A kisimitott papirlapot is érdemes szemiigyre venni. Megfigyelhetjiik, hogy homoru és dombora hajtésvo-
nalak vannak. Milyen szabaly szerint kovetik egymast (ha mindig egy iranyba hajtogatunk)?

Ha a hajtasvonalak altal hatarolt sdvokat megszamozzuk aszerint, hogy a hajtogatas soran milyen sorrend-
ben keriilnek egymasra, akkor a kiovetkezsket kapjuk:

1 hajtas (2 réteg) esetén: 1 2
2 hajtas (4 réteg) esetén: 1 4 3 2
3 hajtas (8 réteg) esetén: | 1 [ 8| 5[4 [3[6[7]2

Nem is olyan kénnyt példaul arra a kérdésre vélaszolni, hogy 4 vagy 5 hajtas esetén milyen szdmsorozatot
kapunk. Probélkozéas kézben sok érdekességet fedezhetiink fel, megfigyelhetjiik példaul, hogy

e paratlan szamot mindig paros kovet és viszont;
e egy paratlan szam és a rakovetkezGje mindig egymas tiikdrképei;
e az el6z6 sorozatban szerepld szamok megtartjak egymashoz viszonyitott sorrendjiiket;

e a péaratlan szamok olyan rétegeket jelolnek, amelyeknél a papir ,eliils¢” oldala, a parosak pedig
olyanokat, amelyeknél a papir ,hatsd” oldala keriil feliilre.

Tartsuk most ugy széthajtott papirlapunkat, hogy minden hajtasnél derékszogben kanyarodjon a papir:

[

Ha lerajzoljuk a papir széle altal leirt zegzugos vonalat, méaris egy sarkanygorbéhez jutunk. Az abran
(a félbehajtasok szamanak megfelelGen) egy elsé-, egy méasod- és egy harmadrendd sarkanygorbe lathato:
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I1.2. abra. Hetedrendd sarkanygorbe lekerekitett sarkokkal

|
SRS RRnin

A g6rbe onnan kapta a nevét, hogy ha egy magasabb rendd sarkidnygorbe lerajzolasakor lekerekitjik a
derékszogeket, akkor egy tekergézs tengerikigyora emlékeztets abrat kapunk:

Els6-, masod-, harmad- és negyedrendd sarkanygorbét konnyen rajzolhatunk dgy, hogy megfelel sokszor
féelbehajtunk egy lapot, majd megfigyeljiik, hogyan kanyarog a papir. Az 6t6drendiit mar akkor is nehéz
lerajzolni, ha sikeriil 6tszor félbehajtani a lapot, magasabb rendiieket pedig ezzel a modszerrel lehetetlen.
Eszrevehetjiik azonban, hogy minden sarkanygorbe két egybevago részre bonthato, melyek egymas 90°-os
elforgatottjai, és amelyek mindegyike egybevagd az eggyel kisebb rendii sarkanygorbével, vagyis példaul
két harmadrendii sarkanygorbe Osszeilleszthets egy negyedrendiivé:

/

Eszrevételiink a papirhajtogatas természetébdl kovetkezik; az els6 félbehajtassal a lapunkat két részre
osztjuk, és a tovabbiakban mindkét résszel ugyanazokat a hajtasokat végezziik el.

Megfigyelésiink lehet&séget ad magasabb rendi sarkanygorbék rajzolasara, bar alkalmazasa egyre nehéz-
kesebbé valik. J6 lenne valamilyen mas modszert is talalni.

Ha mar tudjuk, hogy a széthajtogatott papirlapon a homori és a dombora hajtdsvonalak milyen szabaly
szerint kovetik egymaést, akkor ennek alapjan konnyen készithetiink ,atitervet” akarhéanyad rendd sarkany-
gorbéhez, hiszen homort hajtdsvonal esetén balra, dombori esetén jobbra kell kanyarodni a gorbénknek.

A kovetkezd utitervekben 1 = homoru = balra, 0 = dombort = jobbra:
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els6rendt 1

masodrend 110

harmadrendd | 1101100

negyedrendd | 110110011100100

otodrendid 1101100111001001110110001100100

A szabalyt tobbféleképpen is megfogalmazhatjuk. Itt most harom lehet&séget irunk le (barmelyikrsl
kénnyen belathato, hogy a papirhajtogatéas természetébsl kovetkezik).

1. szabaly: Irjuk le elGszor az eléz6 szamot, majd egy 1-est. A tovabbi szamok pedig legyenek masmilyenek,
mint az erre az l-esre vonatkozo tiikorképiik. Az n-edrendi sarkanygorbe esetén (2" — 1) szamjegybol all
utiterviink. Ha a k-adik szamjegy 1l-es, akkor a (2" — 1 — k 4+ 1) = (2" — k)-adik szamjegy 0, ha pedig a
k-adik szamjegy 0, akkor a (2" — k)-adik szamjegy 1.

negyedrendii

harmadrendii

110110011100100
L il

2. szabaly: Irjuk le el6szor az el6z6 szamot, majd egy l-est, ezutan pedig ismét az el6z6 szamot, megval-
toztatva annak kozépss szamjegyét. 110110011100100

3. szabaly: Irjuk le elgszor az el6z6 szamot gy, hogy némi helyet hagyunk ki a szamjegyek kozott, majd
a szam elejére, kozeibe és végére felvaltva frunk be 1-et és 0-at (1-essel kezdve).

1 1 0 1 1 0 0

| N A N
1 0 1 0 1 0 1 0

110110011100100

A 3. szabéily rajzos szemléltetését mutatja az abra:

NEEEREX

R

A sarkanygorbékkel kapcsolatban sok érdekes kérdés vethets még fel, példaul:

e Atmetszheti-e valamelyik gérbe sajat magat?
e Eljuthat-e a gorbe ,akarmilyen” messzire? (Ez a kérdés 6nmagaban is tobbféleképpen pontosithato.)

o Négyzetracson kijelolve egy tetszéleges tartoményt, lehet-e olyan sarkanygérbét rajzolni, amely a
tartomanyon beliil minden racsszakaszon athalad?

e Mekkora az egyes gérbék maximalis kiterjedése?
e Milyen méret téglalapba foglalhatok bele?

e Négyzetracsra rajzolt rogzitett helyzetd gorbék hany ,vizszintes” és hany ,fligg6leges” szakaszbol
allnak?
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e Milyen tavol lesz egymastol a gorbe két végpontja?
e Milyen gorbéket kapnank akkor, ha a papirlapunkat nem mindig azonos irdnyban hajtottuk volna

félbe?

Kisérletezhetnénk azonos rendd gorbék kiilonbozd egymashoz illesztésével is. A kévetkezd rajzot példaul
négy kozos kezdGponti, hatodrendi sarkanygdbe Osszeillesztésével kaptuk:

2
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S

L

I1.2.2. Otletek 6nallé vagy csoportos kutatashoz
1. A tavolsagrol

Kicsiknek és nagyoknak béségesen tartalmaz kihivasokat egy alakzattol adott tavolsagra levé pontok Gsszes-
Eva szamos konnyen elkészithets segédeszkozt (példaul atlatszo papirt, folidkat) javasolt, amelyekkel a fel-
fedezés valtozatosabb4 valik, de nem veszik el a problémamegoldas oromét. (Részletesen lasd Ambrus és
tarsai, 2013.)

Izgalmas kutatasi feladat lehet, és ugyanakkor hozzajarulhat a tavolsag fogalménak elmélyiiléséhez annak
vizsgalata, hogy milyen tavol van egy adott kdrvonaltél a kor sikjanak valamely pontja. A fogalom fejlettségi
szintjétol figgden kiillonbo6z6 mélységi és igényességli meggondolasokra van mod.

e Kereshetjiik kiilonbo6z6 stratégidkkal a kivalasztott pontot a kérvonal pontjaival 6sszekots szakaszok
hosszanak minimumaét vagy magat a legrovidebb 6sszekots szakaszt (pl. a pont oriil irt kor sugaranak
érintkezésig valo folyamatos novelésével). Felfedeztethetjiik a két megkozelités kozotti kiilonbséget,
hiszen a tavolsag egyértelmd, de legrovidebb szakaszbol végtelen sok van, ha kor koézéppontjat va-
lasztjuk éppen Kki.

e Megvizsgalhatjuk a sfk pontjait abbdl a szempontbél, hogy kiilonb6z6-e a kérlemeztsl és a korvonaltol
mért tavolsaga.

e Osszehasonlithatjuk a pont koriil irt adott kort érinté kor keresésének problémajat a korvonaltol
mért tavolsdg meghatarozasanak kérdésével.

e Mi a valtozas, ha nyilt korlemeztl mérjik a tavolsagot?
e Hogyan mérjiik egy pont tavolsagat egy félegyenestdl, két kozos kezdGpontu félegyenestdl, egy szog-
tartomanytol?
Megjegyzések:

Rovid kisérletezés utéan kialakul a sejtés, hogy a ponton atmend, a kézéppontbdl induléd félegyenes metszi
ki a kérvonalbél a ponthoz legkdzelebbi pontot.
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Kideriil, hogy van olyan pont, amelyre nem alkalmazhato a szabaly (ha a kozéppontot vizsgaljuk, nem
egyértelmd a félegyenes). A kor kozéppontjat a korvonal tetszSleges pontjaval Osszekotd szakasz hossza
éppen a sugar hossza. Barmelyik szakasz tekinthets legrovidebbnek. Ebben az esetben tehat (més tton)
végtelen sok legrévidebb szakaszt talalhatunk.

A kor sikjanak tobbi pontjan at egyértelmiien huzhato kézéppontbol induld félegyenes, de van olyan pont,
ahol nem kapunk legrévidebb szakaszt, mert a kérvonallal alkotott metszéspont maga a kiindulépont. Ezen
a ponton elvalik egymastol a korvonaltol valo tavolsag és a legrovidebb szakasz megkeresésének kérdése.

A korvonal pontjaihoz nem talaltunk legrévidebb szakaszt, de tavolsagot tudunk értelmezni, hiszen minden
alakzatra igaz, hogy az alakzathoz tartozd pontok 0 tavolsagra vannak az alakzatrol.

A kozépponttol és a korvonal pontjaitol kiilonbézé pontokra miikodik a félegyeneses eljaras, csak azt kell
még belatni, hogy valoban a legrévidebb szakaszhoz jutunk. Ezen a ponton érdemes dinamikus geometriai
feladatlapot hasznalni és az érintG kor problémajaval is 6sszekotni a kérdést.

A P pont a kéron kivil van. A P pont a koéron beliil van.

A korre nézve kiils6 pontnak a (zart) korlemezt6l valo tavolsdga ugyanannyi, mint a kérvonaltol. A korlemez
pontjaihoz nem tartozik legrovidebb szakasz, de a tavolsag értelmezhetd, 0.

2. Kutyageometria — tavolsagmérés a négyzetracson

A kutyavaros utcai egy négyzetracsot alkotnak. Ha a kutyak el akarnak jutni egyik helyrél a méasikra, akkor
nem az érdekli 6ket, hogy milyen messze van egymastol légvonalban a két hely, hanem az, hogy mennyit kell
kutyagolniuk, hiszen csak az utcadkon tudnak kézlekedni. Egy utcén beliil a tavolsdgot a szokasos moédon
értelmezziik. Egységnek két szomszédos racspont téavolsagat valaszthatjuk. Két tetszéleges pont tavolsaga
ebben a vilagban a pontokat 0sszekotd legrovidebb, racsegyenesek mentén halado toréttvonal hossza. (Az
utvonal nem feltétleniil egyértelm!) Kereshetjiik ismert alakzatok analogonjait ebben a geometridban.

Példaul:
Meértani helyek

e adott ponttol adott tavolsagra levé pontok halmaza (kutyakor);
e két ponttol egyenls tavol levs pontok Gsszessége;

e ellipszis, parabola, stb.
Kombinatorikai kérdések

e Hany kiilonb6z8 utvonalon juthat el Bodri Cézarhoz, ha a legkevesebbet szeretne kutyagolni?
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e Hogyan valtozik a feladat, ha egy adott helyet (pl. az elasott csontot) érintenie kell?

e Hogyan viltozik a feladat, ha egy adott hely érintése tilos?

Egy 3 egység sugaru kor a kutyageometridban:

Tovabbi Gtletek talalhatok az interneten, pl. Fazakas Tiinde és Hraskdé Andras irasaban
http://matkonyv.fazekas.hu/cache/pdf/vol geometria_i.pdf.

A tdvolsdgfogalom ezen mddositdsdval értelmezett ,geometria” komoly matematikai tapasztalatokkal kecseg-
tet. A tanulok képességiiknek és érdeklddésiiknek megfeleld célt tizhetnek ki, sajdt kérdéseket fogalmazhatnak
meg.

Egyszertibb a feladat, ha a pontjaink csak racspontok lehetnek. Ebben a rendszerben a 3 egység sugara
kor az alabbi:

Egy hasonl6 , kirandulas” az ugynevezett , Taxicab geometry”, amelyet Hermann Minkowski a XIX. szazad-
ban vizsgalt. Itt a tavolsagot gy mérjiik, hogy vessziik a megfelels derékszogi koordinaték kiilonbségének
abszolutértékét és osszeadjuk:

d(P(z1;11); Q(x2;y2)) = w1 — 2| + [y1 — 2l

Ebben a geometridban egy kor képe:


http://matkonyv.fazekas.hu/cache/pdf/vol_geometria_i.pdf
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3. Statisztikai adatok gytijtése és elemzése

Szamos témakorhoz (szazalékszamitas, fliggvényabrazolas, valoszintség, stb.) kapcsolodhat a kornyezetbdl
vagy az internetrdl gytjtott adatok (a tanulok magassiga, tizlet forgalma, népesség alakulasa, idGjarasi
adatok, lazgorbe, osztalyzatok, stb.) feldolgozasa.

Feladatok dtlagteljesitménye
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Egy kritériumdolgozat eredményei

4. Matematikatorténeti kutatasok

Erdemes a tananyaghoz kapcsolodoan olyan matematikatorténeti témakat keresni, amelyeknél a fogalmi
hattér is tisztazhatd. Példaul utdna nézhetnek a tanuldk, hogy hogyan mérte meg Thalész a piramis
magassagat, hogyan allitottak merélegest, hogyan becsiilték meg a kor keriiletét kiilonbozd kultarak.

Gizai piramisok és a mérés elve
(http://de.wikipedia.org/wiki/Pyramide (Bauwerk)#/media/File:Altes  %C3%84gyptent02.jpg és
http://de.wikipedia.org/wiki/Thales# /media,/File:Thales_theorem 6.png)

5. A Pascal-haromszog érdekességeinek felfedezése

Mi is az a Pascal-haromszog?
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Els6 ismerkedéskor a Pascal-haromszog szdmok elrendezése egy egyenlGszara héromszog alak-
ban, ahol a haromszog szarain mindenhol 1-es &ll, és minden kozbiils6 helyen a f6lotte &l-
16 két szam Osszege all. (Ez a megkozelités lathato peéldaul a kovetkezs internetes cimen:
https://hu.wikipedia.org/wiki/F%C3%A1jl:Pascal TriangleAnimated?2.gif).

0. sor 1

1. sor 1 1

2. sor 1 2 1

3. sor 1 3 3 1

4. sor 1 4 6 4 1

5. sor 1 5 10 10 5 1

6. sor 1 6 15 20 15 6 1

7. sor 1 7 21 35 35 21 7 1
8.sor | 1 8 28 56 70 56 28 8 1

Van, aki eleve gy gondolja, hogy a Pascal-haromszégben a binomialis egyiitthatok allnak. Mér a két
allaspont Osszevetése is sok felfedezésre ad alkalmat. Ekoézben a binomialis egyiitthatok kozott szamos
kapcsolatot belathatunk kombinatorikus uton. Példaul:

e Az n. sorban allo szamok (binomialis egyiitthatok) osszege 2™ (pl. az 5. soré 2° = 32).

e A szarral parhuzamosan haladva a pozitiv egész szamok sorakoznak, az els§ n szam 6sszege pedig az
(n+1). sorban az (n + 1) szomszédja (pl. a 8. sorban a 8 szomszédja 1+2+3+4+5+647 = 28).
A t6bbi parhuzamoson haladva is hasonl6 szabalyt ismerhetiink fel.

e Az n. sorban all6 szamok négyzetdsszege a 2n. sor kozépss eleme.

e Rendezziik at a haromszoget, toljuk balra a szamokat és tekintsiik a valamelyik ferde atlo (ebben
az elrendezésben mellékatlo) menti sszeget, ekkor Fibonacci-szamot kapunk (pl. a 7. sorbol indulva
1+ 6+ 10+4 =21 a 8. Fibonacci-szamot kapjuk).

A Pascal-haromszogben pirosra szinezziik a péaratlan szamok és kékre a péarosak helyét:

sor
sor
sor
sor
sor
sor
sor
sor
sor

10 | 5 1
15120 |15 |6 1
21135 (3 (217 |1
28 | 56 | 70 | 56 | 28 | 8 | 1
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https://hu.wikipedia.org/wiki/F%C3%A1jl:PascalTriangleAnimated2.gif
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Szép fraktélszerd abrat kaptunk. Szoba hozhatjuk példaul a haromszogszamokat, Gsszehasonlithatjuk a
kék és a piros tartomanyok teriiletét, megtapasztalhatjuk a rekurziot és az indukciot.

Mas modulusra is készithetiink szinezést, példaul ha a szamok helyét harom szinnel szinezziikk a 3-mal
alkotott maradékok szerint, akkor a kovetkezd mintazat rajzolodik ki. (Az abran a 3k + 1 alaka szamok
pirosak, a 3k + 2 alaktuak kékek és a 3k alakuak sargak.)

A mintazat szabalyszertiségét még tobb sorbol allo haromszogben jobban lathatnéank. A més modulusok-
kal végzett szinezések az esztétikai élményen tul a maradékosztalyokkal végzett Osszeadéas gyakorlasat is
szolgaljak. Versenyt is szervezhetiink, akar dekoracioként is hasznalhatjuk az eredményt. Elvezetesebb a
munka, ha egy kitoltetlen részt kapnak a szamitogépes munkahoz a tanulék. Mar az egyszert Paint prog-
ram segitségével is kiterjeszthetik, kiszinezhetik a haromszoget (vagy forditva), majd megoszthatjak az
eredményt.

I1.3. Igazi feladatok az életbdl

Sokan féltik a ,tiszta” matematikat a valosagkozeli feladatoktol, holott ezek t6bb szempontbdl is hasznosak.
A tiszta matematikai feladatok nem épitenek a gyerek gondolkodéasanak és tevékenységének szamos (hét-
koznapi) eszkozére (szokincsére, élettapasztalataira, az 6t foglalkoztato kérdésekre). A hétkoznapi életbsl
vett feladat, probléma lehetGséget ad a konkrét szituaciohoz kotott (kevésbé absztrakt) meggondolasra,
lehet6séget ad arra, hogy a gyerek kapcsolatba keriiljon a kérdéssel. Néha annak kideritésében is segit a
szituacidoban valo gondolkodés, és az arrol kialakitott kommunikacio, hogy mit nem ért, hol akadt el. A ta-
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nul6 szaméara még akkor is értelmet nyer egy-egy matematikai eljaras, ha 6 maga még nem tudja sikeresen
alkalmazni.

Ugyanakkor a valdsédgkozeli szituacionak nem kell sziikségszertien valosaghtinek lennie, elegendd, ha egy
szituacio beleillik a gyerek vildgaba és érdeklGdésébe (Harry Potter, hétfeji sarkany, scifi, stb.).

A tankonyvek, példatarak gyakran tartalmaznak — legalabbis szohasznélatukban — ,életbdl vett” felada-
tokat. Ha azonban nem realis adatok szerepelnek benniik, akkor inkdbb zavart keltenek, a matematika
hasznossagaba vetett hitet romboljak. (Létezs varosok tavolsaga téves, a négy fére szant recept tul kevés
vagy tul sok ételt eredményez, gépjarmi fogyasztasa tul magas vagy tul alacsony, egy jelenség tul gyors
vagy tul lassd, stb.) Ezekbdl egy kis utanajarassal jo feladatot lehet csinalni, példaul a tanulok maguk
utdna nézhetnek a valédi adatoknak.

Erdemes nyitott szemmel jarni a vilagban matematikai problémakra vadaszva a hétkdznapokban, és a
tanulokat is erre biztatni, idénként megbeszélni a ,gytjteményiiket”.

I1.3.1. Konnyen megfogalmazhat6, aktualizialhat6 szituaciok

e Az osztalykirandulas koltségvetésének elkészitése vagy a pénztaros beszamolojanak ellendrzése.
e Nagyobb cimletii bankjegy felvaltasanak lehetGségei.

e Van-e elég apro a visszajaro pénz kiosztasahoz?

e Valutaatvaltas.

e Szabadidd beosztasa.

e Négy adaghoz valo recept atiiltetése 8, 2, 6, ... adagra.

Hozzévalok 4 személyre:

30 dkg liszt

25 dkg cukor

40 dkg alma

4 tojas

stitépor

fahéj

e Az 4bran egy henger alaku tapadasmentes labas lathato.

Héany liter leves fér bele, ha 8 cm magas és 20 cm az alapkorének az atmérGje?

Az edény készitésekor mekkora feliiletet kellett tapadasmentes bevonattal ellatni?

e Ebédre f6ztiink egy nagy fazék huslevest.
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Valamennyi megmaradt (pl. a fele). A fazék nem fér be a hitGszekrénybe, at kell rakni a levest egy kisebb
edénybe.

Mekkora legyen az edény, hogy beleférjen a megmaradt leves? (Henger alakt fazekakra gondolunk.)

e Mekkora a répa fele? Hol vagjunk el egy kap (vagy csonkaktp) alaku fehérrépat, amely 30 cm hosszu és
alapkorének atmérdje 2 cm, ha keresztben akarjuk megfelezni, mert a felét akarjuk karikikra szeletelni?

e A tovabbjutés esélyének mérlegelése kiilonbozé szabalyrendszertd bajnoksagok esetén.

o Egy szigeten négylabu, hétfeji sarkanyok és (kétlabu, egyfeji) griffmadarak élnek. Melyik fajtabol hany
van a szigeten, ha tudjuk, hogy 6sszesen hany fejiik és hany labuk van?

e Mindeniz{i cukorkik csereberéje, ha ismerjiik az egymashoz viszonyitott csereértéket.

e Egy 200 Ft-os érme koriil egy 1 méterrel nagyobb sugaru koncentrikus kort irunk. Mennyivel nagyobb a
kor keriilete, mint az érméé?

Megoldds:

A pénzverde adatai szerint az érme sugara 14,15 mm. A keriilete kb. 88,91 mm. A koncentrikus kor keriilete
kozelitsleg 6372,09 mm. A kiilénbség 6283,18 mm, azaz 6 méternél is nagyobb.

e A Foldet koriilolels kotelet megtoldjuk 1 méterrel, és egyenletesen felemeljiik az Egyenlit6 folott. Milyen
magas lény fér at alatta?

Megoldds:
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Tekintsiik az egyenlité hosszat 40000 km-nek, ekkor a Fold sugara koriilbelill 6366,1977 km, azaz
6366 197,7 m. A kotélbdl alkotott kor sugara koriilbeliil 40000001 : 27 ~ 6 366 197,9 méter. A kiilonbség
20 cm, tehat példaul egy sivatagi nyul 4t tud bujni alatta.

e Az Oktogon és a H@sok tere kb. 1600 méterre van egyméastol. Képzeletben rogzitjiik a talajon egy
1601 méter hosszi kitél egyik végét az Oktogonnal, masik végét a Hosok terén. Atférsz-e a kitél alatt
(lehajlas nélkiil) a kozepénél? Es egy orias?

Megoldds:

A derékszogt haromszog magassaga t6bb mint 28 méter, igy (meglepd moédon) még egy 28 méter magas
orias is atférne alatta.

800,5m

800m

e Készits magadnak kockanaptart!

majus |

Kockanaptar karacsonyi diszitéssel (http://shophunter.eu/)

Ki lehet-e rakni minden majusi datumot, ha 2 kocka lapjaira frhatunk egy-egy szamjegyet? (Triikk: ha a
6-ost megforditjuk, akkor 9-es.)

Héanyféleképpen lehet a kockik kozott szétosztani a sziikséges szamjegyeket?
e Néhany tovabbi kérdés a naptarral kapcsolatban:

Hényszor fordulhat el egy évben, hogy 13-a péntekre esik?

Ismersz valtozo datumu iinnepeket? Nézz utana a szabalyuknak.

Hogyan kell kiszamolni, hogy mikor van szok&év?

Mikor vezették be a mi naptarunkat?

Milyen idészamitast hasznéltak elGtte?

Hasznalnak-e most is mas naptart?

e A hét napjairol:

Készits oroknaptart és keresd ki, hogy a csaladodban ki milyen napon sziiletett!
Te milyen napon sziilettél? Mi illik rad a kdvetkez6 angol mondoka szerint?
Mondays child poem

Mondays child is fair of face,



30 II. FEJEZET. GONDOLATOK A MATEMATIKATANAR TANORAI FELADATAIROL

Tuesdays child is full of grace,

Wednesdays child is full of woe,

Thursdays child has far to go,

Fridays child is loving and giving,

Saturdays child works hard for his living,

And the child that is born on the Sabbath day
Is bonny and blithe, and good and gay.

e Tudod a hét torpe nevét?

A torpék koziil mindennap méas a napos. Hany kiilonb6z6 heti beosztas késziilhet? Mennyi ideig tudjak a
naposokat beosztani, ha nem szeretnék egy korabbi hét beosztasat megismételni?

I1.4. Kiilonbozé érdekl6désti tanul6k megszolitasa

A matematikatanulas eredménye az élet szamos teriiletén hasznosithatd. Magas matematikai képzettségi
hires emberek k6zott nem csupan matematikus, természettudoés, informatikus, mérnok, kozgazdasz, stb.
talalhato, hanem iré (Dugonics Andrés, Ottlik Géza, Esterhazy Péter), ajsagiro (Karolyhazy Tivadar),
zeneszerzG (Kacsoh Pongrac), zenész (Brody Janos, Benko Sandor), polihisztor (Brassai Samuel, Bolyai
Farkas), cukrasz (Szamos Gabriella és férje) és még sokan mésok. A hires emberek élettorténetének és
munkassaganak megismerése inspirdlé lehet a matematika tanulasahoz is.

A koz6s tevékenységekhez kapcsolodoan az egyes tanulok érdeklGdésének megfelelen talalhatunk mate-
matikai tartalmakat a miivészetek, a sport, a tarsadalomtudoményok, a technika és a mindennapi élet
teriileteirél. Az irodalomtudoméanyban példaul statisztikai modszerekkel végzett szovegelemzéssel sorolha-
t6 be a vizsgalt szoveg a megfelels szerzokhoz (Pl. Dieter Wickmann, 1995). A konstruktivista nyelvészet
is szamos matematikai modszert alkalmaz (Noam Chomsky, 1985, 1995). Izgalmas téméak a titkosiras, a
titkositas, a kodolas (adatvédelem), amelyeknek szamos torténelmi vonatkozasa mellett ramutathatunk a
szamelmélet gyakorlati alkalmazésaira is.
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Rakoczi korabeli titkosiras zenei jelekkel

Forras: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/hu/c/c6/Rakoczi-titkosiras.jpg
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Az interneten (akar okostelefonok segitségével is) kiapadhatatlan kutatasi lehetGség vér a didkokra, pl. meg-
kereshetik a torténeti hatteret, animéciokra lelhetnek, matematikai tanulsaggal biré képeket talalhatnak
(tanulméanyozhatjék a szimmetridkat, felfedezhetik a perspektivikus abrazolas matematikai hatterét stb.).

I1.4.1. Az aranymetszés és a Fibonacci szamok

A két téma sokféle kapcsolata a matematikan kiviili vilaggal és a matematika kiillonb6zé teriiletein otthonos
témak Osszekapcsoldsa dltal lehetévé teszi kiilonbo6z6 érdeklédést tanulok bekapcsolédasat a munkaba.

A Fibonacci-sorozat a vilag egyik legismertebb sorozata, amely az aranymetszéshez hasonléan a mate-
matika szinte minden teriiletén, a zenében, a nyelvészetben, az irodalomban, a képzd&miivészetben és a
természetben is eléfordul.

Kiilon szép kutatéomunka a torténeti hattér felderitése, az eléfordulési helyek felkutatasa és a két fogalom
kapcsolatdanak bemutatasa.

A Fibonacci sorozatot két indiai matematikus Gopala és Hemacsandra irta le el6szor (1150-ben). A szanszk-
rit koltészet elméleti kérdéseit vizsgalva egy Osszegre bontéasi problémaba iitkoztek, azt keresték, hogy
héanyféleképpen lehet révid és hosszu szotagokkal kitolteni egy adott id6tartamot, ha egy hosszu szotag két
rovidnek felel meg.

Nyugaton toliik fliggetleniil talalta meg 1202-ben Fibonacci (Leonardo Pisano), aki Liber Abaci (Konyv
az abakuszrol) cimd miivében egy képzeletbeli nytlesalad novekedését adta fel gyakorlofeladatként. Kepler
1611-ben a The Six-Cornered Snowflake (Hatszoglet hopehely) cimd kényvében djra felfedezte, és kiilonféle
természeti jelenségekkel hozta kapcsolatba. A ma hasznalt elnevezést E. Lucastol kapta.

A viragszirmok szama gyakran Fibonacci-szam: példaul a nésziromnak hérom; a vadrozsanak 6t; a pillan-
goviragnak nyolc; a kdromviragnak 13; az Gszirézsanak 21; egyes szazszorszépeknek 34; més szézszorszép-
fajoknak pedig 55 vagy 89 szirma van.

A novények szaran az egymast kovets levelek elforduldsa (a phyllotaxis) tobbnyire Fibonacci szamok
aranyaban osztja a teljes kort. (Ez az arany példaul szilfa és hars esetén 1/2; biikkknél, mogyorénal és
szedernél 1/3; tolgynél, alméanal, cseresznyénél és meggynél 2/5; nyarfanal, rozsanal és barackfanal 3/8,
flizfanal és mandulafanal 5/13).
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Fibonacci szamok szerint rendez&dnek spirdalokba példaul a feny&toboz és az ananasz pikkelyei, a napraforgo
magjai, a malna szemei, a karfiol rozsai és egyes kaktuszok tiiskéi.

A Fibonacci-spiral egy olyan logaritmikus spiral, ami egy negyedfordulat alatt ng az aranymetszés ara-
nyaval, kozelithet6 az arany téglalap segitségével. A nautiluszok héza is hasonlit a Fibonacci-spiralhoz, de
nem egy negyed, hanem egy teljes kor alatt né meg a sugar az aranymetszés ardnyéval.

Nautilusz és a Fibonacci spiral (https://hu.wikipedia.org/wiki/Fibonacci-szamok)

A Fibonacci-sorozatnak fontos szerepe van példaul Dan Brown ,A da Vinci-kdd” cimii miivében és Darren
Aronofsky ,, 7”7 cimi filmjében, Esterhazy Péter ,Harmincharom valtozat Haydn-koponyéara” cimi szinda-
rabjaban.

Bartok Béla tobb zenemitivében az egyes zenei gondolatok iitemsorrendjét a Fibonacci-szam hosszisaga
szakaszok folhasznalasaval tagolta (Lendvai, 1975).

A Fibonacci-sorozat szamos szép tulajdonsaganak felfedezésében segit az internet és szakkori fiizetek (T6-
rok, 1984, Gerdes, 1998), népszeriisitd matematikakonyvek (Rényi, 2004).

Az aranymetszés szamos képzémiivészeti alkotdson megfigyelhetd.
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Az athéni Parthenoén Leonardo da Vinci: Az utolsoé vacsora

Aranytéglalap az ikozaéderben

A szabélyos Otszog atloinak hossza az oldal hosszanak ®-szerese (P az aranymetszés aranya), ezért az
ikozaéder egy éle az ikozaéder kézéppontjara szimmetrikus parjaval egy tgynevezett ,aranytéglalapot”
hatéroz meg.

Ennek koszonhetGen barmely ikozaéder 12 csiicsa harom aranytéglalapot hataroz meg, melyek paronként
merGlegesek egymasra.

Iskolaban is kénnyen elkészitheté a modell harom olyan téglalapbdl, amelyek nagyjabdl aranytéglalapok.
Ilyenek példaul a képeslapok.

Olloval be kell vagni 6ket, hogy a harom papirlapot Gsszedughassuk, majd esetleg tiivel és vastagabb
cérnaval ,ravarrhatjuk” az ikozaédert a modellre.

Erdemes ramutatni az aranymetszés és a Fibonacci-sorozat kapcsolataira, példaul hogy a Fibonacci-sorozat
hanyados-sorozatanak hatarértéke éppen az aranymetszés aranya.

I1.4.2. Titkosiras és titkositas

Egy lizenet akkor titkositott, ha olyan forméatumu, hogy a cimzett megérti, illetéktelen meg hidba ol-
vassa el. Legnagyobb szerepet a mai életben a személyes, banki, kutatasi, katonai adatok megérzésében,
illetéktelenek el6tti elrejtésében jatszik. A rejtjelezett szoveg elGallitasa és a megfejtése izgalmas feladat.

Vegyiink egy iizenetet, amelyet titkositani szeretnénk: A SIKER TITKA A CSALAD

A|/S|IK|R|T|T|A|C|A|A
E I | K|A|S|L|D
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e Ha az okorban élnénk, akkor megprobalnank elrejteni ezt az ilizenetet, palatablan lefednénk viasszal, a
kiildénc kopasz fejbérére irnank az {izenetet és megvarnank, mig Gjra visszang a haja, vagy lathatatlan
tintat hasznélnank.

e Ha oOkori gorogok lennénk, akkor csak a betiik poziciojat rendeznénk at valamilyen szabaly szerint.
Példaul anagrammét készitenénk, a bettiket véletlenszertien kevernénk Gssze, de ennek az hatranya, hogy
minél t6bb a betii annal kevésbé lehet rajonni az eredeti iizenetre.

e Valaszthatjuk a féstis modszert, azaz irhatjuk az lizenet egymast kovets betiiit 2 vagy tobb sorba, majd
az igy kapott sorokat egymas utan irjuk:

A titkositott iizenet: ASKRTTACAA IE IKASLD.

e Lényegében igy miikodott az els ismert katonai rejtjelezd modszer is. Egy szalagot felcsavartak egy
szabéalyos sokszogalapi hasabra, palcara, majd a palca tengelyének irdnyéaban felirtak a szoveget. Letekerték
a szalagot, ezen a szoveg értelmetlen volt. A cimzett djra feltekerte egy ugyanolyan atmérdji rudra és
elolvasta.

Probaljatok ki a mi szovegiinkkel és eqy hatszdgletd ceruzdval!

Nekem 4 tekerésre volt elég a szalagom. Ha nem letekerném, hanem felvignam és kiteriteném, akkor a
kovetkezs elrendezést kapnam:

AlK|I S | D
E|T|A|A

S |R|K L

I |[T|A|C|A

Letekerve pedig a szoveg:

(A[K[I[ [S[D[ [E[T[AJA[ [S|R[K[ L] [I[T]AJC[A] ]

Ceruza és szalag nélkiil: Fligg6legesen irunk a 4 soros és 6 oszlopos tablazatba és kitéltés utan vizszintesen
olvassuk.

e Ha az els6 évezredben élnénk, akkor a behelyettesitéses modszert alkalmaznank. Bettik megfeleltetése
legyen példaul:

A/A|B|C|D|E|E|F|G|H|I |I |J|K

O[O|P|Q|R|S|T|U|U|U|U|VI[X|Y]|Z A[A|B]|C

-
=
Z
o
o
o
wlie)
-
O

—

A behelyettesités utani széveg: OOGUYSFOHUHYOQGOZOR.

e Ha sotétben, ég6 faklyaval akarnank tovabbitani az lizenetet, akkor példaul a négyzet modszert hasz-
nalhatnank. Ehhez az abécé (mondjuk 36) betdjét elhelyeznénk egy 6 x 6-os négyzetben és betd helyett a
tablazatbeli helyét tovabbitanank.

A kodtabla:

Sy H| Ol H

<|w|of ===
=| 3| o | | =
M ol o w
<l {2 a
N o)z o

Az lizenet: A siker titka a csalad
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A kodolt szoveg:
1-1 6-6 5-1 2-5 3-2 1-6 1-4 6-6 5-2 2-5 5-2 3-2 1-1 1-4 5-1 6-6 1-1 6-6 3-35-1 1-1 3-3 1-2 1-5

e A Julius Caesar idejében a Caesar-rejtjelezést hasznalhattuk volna. Az eljaras lényege az, hogy minden
bettit egy masik betiivel helyettesitiink, mégpedig tgy, hogy ha az n. betd kédja az m. betd, akkor az
(n 4+ 1). betd kédja az (m + 1). betd, ahol az Gsszeadas az dbécé elemszama szerinti maradékosztalyos
Osszeadéas. Ebben az esetben a kulcs az A betd kodjanak ismeretében kiszamolhaté. Hatrany az, hogy
annyi féle kodabécé lehetséges, ahény betiibdl all az abécé. Ha valaki sejti, hogy ezzel a modszerrel lett
kodolva az tizenet, akkor legfeljebb az 6sszes kodabécé raprobalasaval megfejtheti azt. Caesar harom hellyel
tolta el a sajat 25 betiis abécéjét. Példaul:

Nyilt ABC | a | b |c |d
K6dABC |D|E|F |G| H|I

@
N

k=
| <
N
|
)<
@)

Az {lizenet: caesar
A kodolt széveg: FDHVDU

Kulcsszavas Caesar titkositds ugyanazon az elven alapul, mint az el6z6 Caesar modszer, csak itt van egy
kulcsszavunk, és azzal toljuk el az abécét, a kulcsszo az abécé elejére keriil. A kulcsszo valasztasanal arra
kell {igyelniink, hogy olyan sz6t valasszunk, amely kiillénb6z6 bettikbdl all.

XIV. Lajos legtitkosabb tizeneteit az tgynevezett grand chiffre eljarassal kodoltak. Magéat a rendszert
Antoine és Bonaventure Rossignol dolgozta ki 1650 koriil. A kod 587 féle szamot tartalmazott, amelyek
bettiket, szotagokat jeloltek, s6t voltak olyan jelolések is, amelyekkel a kodfejtéket akartak megzavarni.
(P1. olyan jel hasznélata, hogy az el6tte 16v6 szamot tordlje.) A kodot csak kétszaz év utan sikeriilt Etien
Bazeries érnagynak feltornie harom évig tarté kemény munkéval.

Erdekes titkositasi eljarasrol olvashatunk Jules Verne Sandor Matyas cimi regényében is.

Az Ujkorban a titkositas legjelentsebb felhasznalasa a vilaghabortk idején volt. Ebben az idészakban
megkezdddott a titkosito gépek gyartasa. Leghiresebb példaja a németek altal alkalmazott Enigma. Az
elsallitott kodot a németek megfejthetetlenek tartottak. Ez tévesnek bizonyult, hiszen az angoloknak sike-
riilt feltérnie ezt a kddot.

Enigma

Forras: http://www.colossus-computer.com/sample.htm

A matematika és az informatika oriasi lendiilettel fejlédott a titkositasi szakemberek kozotti versenynek
koszonhetGen. Megjelentek a nagy teljesitményti szamitogépek. Ezek segitségével bonyolultabb, a hagyo-
méanyos modszerek segitségével megfejthetetlen kodokat lehet elGallitani. Napjainkban leggyakrabban az
RSA-eljarast hasznéljak, amelyet Ron Rivest, Adi Shamir és Len Adleman fejlesztett ki 1976-ban, és
amelynek az elnevezése a fejleszt6k nevének kezddbetiiibdl keletkezett. Az eljaras elméleti alapjait az osz-
tasi maradékok és a primszamok elmélete adjak.
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Az RSA-titkositashoz egy nyilt és egy titkos kulcs tartozik. A nyilt kulcs mindenki szamara ismert, s
ennek segitségével kodolhatjak masok nekiink szént iizeneteiket. A nyilt kulccsal kodolt tizentet csak a
titkos kulcesal tudjuk ,;megfejteni”. Az RSA-eljarashoz a kovetkezd modon generaljuk a kulcsokat:

Véletlenszertien valasszunk két nagy primet, p-t és g-t.

Kiszamoljuk az N = pq szorzatot, amely a nyilvanos és a titkos kulcsnak is modulusa lesz.

Kiszamoljuk ki az Euler-féle ¢ fiiggvény értékét N-re: o(N) = (p—1)(q — 1).

Valasztunk egy ¢(IN)-hez relativ prim 1 és ¢(N) kozotti e szamot.

Az e szamot nyilvanossédgra hozzuk mint a nyilvanos kules kitevGje.

Meghatarozzuk azt a d szamot, amelynek e-szerese ¢(NN)-nel osztva 1 maradékot ad, azaz
de =1+ ko(N)

valamely pozitiv egész k szamra.

A nyilvanos kulcs az N modulusbél és az e kitevGbdl all.

A titkos kulcs az N modulusbél és az d kitevsbdl all.

Az N szam binéris alakban irt bitjeinek a szama adja a rejtjelezé kod hosszusagat, ami a gyakorlatban
altalaban 512, 1024, 2048 szokott lenni. Azért fontos, hogy e és ¢(N) relativ prim legyen, mert ez biztositja,
hogy a

da =1+ ke(N)

egyenletnek legyen megoldasa, s azt konnyen meg is kaphatjuk az euklideszi algoritmus segitségével.
Az RSA kddolds menete

Valasztunk két primszamot, p = 61 és ¢ = 53.

Kiszamitjuk a pq szorzatot, N = 52 - 61 = 3233.

Kiszamitjuk o(N) értékét, o(N) = (p — 1)(¢ — 1) = 3120.

Valasztunk egy olyan 1 és p(N) kozotti e szamot, amely relativ prim ¢(N)-hez, e = 17.
Kiszamitjuk d-t agy, hogy a de szorzat ¢(N)-nel osztva 1 maradékot adjon.

17-2753 = 46801 = (15 - 3120) + 1, tehat d = 2753.

A nyilvanos kulcs N = 3233 és e = 17.

17

Egy ASCII-ba atkodolt m {izenet titkositott ¢ forméaja az m® hatvany N szerinti maradéka. c az m"*’ szam

3233 szerinti maradéka.

A titkos kules N = 3233 és d = 2753.

2753 gzam 3233 szerinti maradéka.

A dekodol6 eljaras: m a ¢? hatvany N szerinti maradéka. m a ¢
Példa RSA kodoldsra

Az m = 123 iizenet rejtjelezett c titkositott valtozata a 123'7 hatvany 3233-mal valo osztasi maradéka:
¢ = 855.

Visszafejtjiik a ¢ = 855 kodolt iizenetet. Az m iizenet a 85527°3 hatvany 3233-mal valo osztasi maradéka:
m = 123.

Ezek a szamitasok az ismételt négyzetre emeléses hatvanyozés segitségével végezhets el.
Megjegyzés:

A jelentds biztonsaghoz 10°°® nagysagrendd primek kellenek Martin Gardner 1977-ben tiizte ki feladatként
a kovetkezs szam primtényezss felbontasat (mert ezzel dekddolhatova valik egy tizenetet):

114 381 625 757 888 867 669 235 779 976 146 612 010 218 296 721 242 362 562 561 842 935 245 733 897
830 597 123 563 958 705 058 989 075 147 599 290 026 879 543 541
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Egy hatszaz 6nkéntesbdl allo csoport 1994-ben talalta meg a megoldast.
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I11. fejezet

Tanéran kivuli foglalkozasok és azok
matematikal kapcsolédasa

Szamtalan alkalom adodik a tanulokkal valoé tanéran kiviili talalkozasra az iskolan beliil az iskolai élet
mindennapjaihoz és az {innepnapokhoz kapcsolodva: példaul udvari séték, sport- és egyéb versenyek, te-
remdiszités, iinnepélyekre valo felkésziilés, klubdélutan, vetélkedsk, ballagés, szalagavatd stb.

Iskolan kiviili programok jelentGs része helyi kimozdulas: példaul tarlatlatogatas, nyilt napok (kozépisko-
laban vagy egyetemen), Mazeumok éjszakaja rendezvény, szinhaz, mozi, hangverseny, részvétel valamilyen
kiils§ szervezési szakmai programon (pl. a ,Jatéktol a kutatasig” vagy a Miegyetem nyari egyeteme gye-
rekeknek).

Komolyabb odafigyelést igényelnek és egyben tobb lehetséget is jelentenek a tanulméanyi vagy egyéb (ma-
ganszervezésii) kirandulasok, varosnézések vagy turak a természetben”, esetleg kiilfoldi utak. A helyszintdl,
az életkortol és Gsszeszokottsagtol is fligg, hogy mikor milyen tipusd és mennyire szoros feliigyelet kell.

Ha egy matematikatanar a tanoran kiviili programokhoz kiséréként vagy szervezéként csatlakozik, akkor
elsgsorban a kapcsolatépités, a tanulok jobb megismerése a cél. Emellett (mértéktartoan) ramutathat,
hogy a matematika milyen sok helyen fedezhetd fel, mennyi kérdésre adhat vélaszt. A felkésziilés kdzben
és a helyszinen is adhatunk megfigyelési szempontokat, de érdemes hagyni a gyerekeket, hogy szabadon
fedezzék fel, amit tudnak, majd alkalomadtan megbeszélni a tapasztalatokat és azok esetleges matematikai
tanulsagait.

A szimmetria példaul kozos fogalom a természettudomanyban, a mitvészetben és a technikdban. Erdemes
keresni a természetben és az épitett kornyezetben, diszitGmiivészetben és a kézmiivességben tobbféle modon
szimmetrikus alakzatokat.

Példaul a Hosok terén sétalva kérhetjiik, hogy figyeljék meg a tér szimmetridjat és a kdvezet mintazatat.
Koveti-e a kovezet mintazata a tér szimmetridjat?

39
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A Millenniumi emlékmi a H6sok terén, Petr Smerkl, Wikipedia

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Heroes Square Budapest 2010 01.jpg

Néhany példa szimmetrikus alakzatokra, amelyekhez hasonlokat a tanuldk is kereshetnek:

http:/ /www.elhetoelet.hu/pillang%C3%B3

http://www.drflora.hu/wp-content /uploads/2012/05 /Napraforgo Helianthus _annuus08.jpg


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Heroes_Square_Budapest_2010_01.jpg

Fertéd, Esterhazy-kastély udvari homlokzat és kovacsoltvas diszkapu Ezer év mestermiivei. Corvina,
Budapest, 1987, 235. kép. Fot6: Szelényi Kéroly

Honfoglalés kori tarsolylemez a Volga-Ural vidékrdl, Bérczi Szaniszlo: Honfoglalas kori mtivészet.
TARSOLY.JPG
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http://vilagbiztonsag.hu/keptar/albums/userpics/11255/

szarvasos_parna__ ujfalun.jpg

A tanulok maguk is készithetnek egyszert eszkozokkel szimmetrikus alakzatokat.

Kiindulhatunk példaul egy szabalyos haromszoghdl, amelynek a szimmetridjat elrontottuk, és két szines
papirra nyomtatva sokat adunk a tanuloknak beldle. (Ok vagjak ki.)

x5 &

Készithetnek szalag- és egyéb mintakat. Ha példaul megtalaljak a szabalyos hatszog kitoltését, akkor
felfedezhetik, hogy ilyen médon az egész sik is kirakhato.

Hasonloan kisérletezhetnek kiilonféle alakzatokkal, elrontott négyzetekkel, és altalaban sikkitolts (funda-
mentalis) tartomanyokkal. Készithetnek esztétikus mozaikokat, és elemezhetnek (akar szamitogép segitsé-
gével) miivészeti alkotasokat, példaul Escher tapétamintait.
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A képek forrasa: http://blog.signalnoise.com/wp-content/uploads/2009/05/1 escherl.jpg, illetve
http://wallpoper.com/images/00,/34,/00/42/patterns-gecko 00340042.jpg

II1.1. Versenyek és versenyeztetés

A tehetség megtalalasa és gondozésa szaz évesnél is régebbi hagyoméanyokon nyugszik. Tudésok és kivalo
tanaregyéniségek sora tevékenykedett és tevékenykedik ezen a teriileten.

1894-ben két fontos esemény is tortént, ami a mai napig meghatarozo hatassal van a tehetséggondozés-
ra. Az egyik esemény, hogy Arany Daniel Arany Daniel (1863-1944) matematikatanar és matematikus
megalapitotta a Kozépiskolai Matematikai Lapokat (KoMal), amely azota is miikodik, ma méar fizika és
informatika rovattal kibgviilve interneten is elérhets: www.komal.hu. A mésik fontos esemény, hogy elin-
dult az E6tvos-verseny azon hallgatok szaméara, akik éppen befejezték a kozépiskolat. Ezt a versenyt ma is
évente megrendezik, most Kiirschak-verseny néven. A KéMalL és a Kiirschak-verseny jol kiegésziti egymast,
és nagyban hozzajarult tobb késébbi kivaldo matematikus fejlesztéséhez. Az eredményes versenyzok kozott
jol ismert, kivald matematikusok, fizikusok, filozofusok nevét talalhatjuk (pl. Fejér Lipot, Karman Todor,
Ko6nig Dénes, Riesz Frigyes, Riesz Marcel, Haar Alfréd, Szegs Gabor, Tisza Laszlo, Kalmar Lasz16, Hajos
Gyorgy, Turan Pal, Lakatos Imre, Erdés Pal, Teller Ede, Polya Gyorgy stb.).

Erdemes biztatni a tanuldkat, hogy egy-eqy hires személy életének és munkdssdginak nézzenek utdna az
interneten, és meséljék el vagy mutassdk be egymdsnak, amit megtudtak.

A Kiirschak-versenyen kiviil persze ma mér nagyon sok orszagos, illetve helyi matematikai verseny létezik.
A legtobb orszéagban az orszagos versenyek a nemzetkozi versenyekhez kapcsolodva jottek létre. Példaul az
orszagos versenyeken elért eredményeire tamaszkodva allitjak Ossze a csapatot a Nemzetkozi Matematikai
Olimpiara. Magyarorszagon a nemzeti versenyek korabban jelentek meg, mint a nemzetkoziek, és az olimpiai
csapat toborzasanak idépontjaban még nem allnak rendelkezésre az orszagos versenyek eredményei. Az is
magyar jellegzetesség, hogy viszonylag fiatal korban indul a versenyeztetés, mar 3. osztélyosok is részt
vehetnek a Kalmar Laszlo Versenyen. A 2010-es megyei donté egyik nekik szolo feladata:

A matematikat kedvels Bence kapott 14 piros almét. Azon gondolkodik, hogy hanyféleképpen lehet harom
tanyérra szétrakni tgy, hogy mind a harom tanyéron kiilonboz6 szamt alma legyen. Segits Bencének! Ird
le az Gsszes megoldast!

(Két megoldds nem killonbozik, ha csak a tdnyérok sorrendje mds.)

12-13-14 évesek szamara kozpontilag szervezett, haromfordulds orszagos verseny a Varga Tamés verseny.
Izelit6ként egy geometria feladatot mutatunk 2008-bdl a megyei szintl versenybdl megoldassal és pontozasi
javaslattal egytitt.

Feladat: Mutassuk meg, hogy a szabélyos 9-sz6g leghosszabb és legrévidebb atloja hosszéanak kiilonbsége
egyenld a szabalyos 9-sz6g oldaldnak hosszéval!

Megoldds: (12 pontot osztunk szét.)


http://www.komal.hu
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A szabalyos 9-szog szogei 140°-osak (a szogosszegre vonatkozd képletébdl). 2 pont

A legrovidebb atlo és két oldal igy egy olyan egyenlGszart haromszoget hataroz meg, 2 pont
amelyben az alapon fekvd szogek 20°-osak. ABCD a sokszog szimmetridja miatt egy
hurtrapéz. AB az egyik a leghosszabb atlok koziil, CD pedig az egyike a legrévidebb
atloknak.

D-n 4t parhuzamost hiaztunk a BC oldallal, az AB-vel alkotott metszéspont F. 2 pont
A BCDF sokszog paralelogramma, ezért DF = BC.

A BCDF paralelogramma C-nél levg szoge 140° — 20° = 120°, 2 pont

tehat az I cstcsnal is annyi van. Az ADF haromszogrél tudjuk, hogy AD = DF és 2 pont
F-nél 60° van, tehat szabalyos.
A két atlo AF kiilonbsége tehat ugyanolyan hosszi, mint a sokszég AD oldala. 2 pont

A kozépiskoldk szamara is szerveznek tobb helyi, regionalis vagy orszégos versenyeket. Az Arany Daniel
verseny 15-16 éves tanuloknak szoél, két korcsoportban és iskolatipus szerint harom kategoériaban rendezik.
Az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny a 17-18 éves didkoknak szol, harom kategoriaban rendezik.
Emlitend6 még a 15-18 éveseknek sz6l6 Kenguru Teszt Verseny, a Franciaorszaghol elterjedt Matematika
hatarok nélkiil, a csapatverseny és a Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny, amely magyar nemzetiségi,
kiilénb6z6 orszagokban €16 didkoknak szol.

A verseny csak lezarasa annak az el6készité munkanak, amely a szakkOrokon, taborokban, levelezéssel
folyik. A foglalkozasokon a szakmai fejlédésen tul egymaést is megismerik.

Nézzen utdna, hogy még milyen versenyek vannak, tanitvdnyai mely versenyekben érintettek, és ezekkel
kapcsolatban mik a teenddik!

I11.2. Tanulbészoba, korrepetalas, szakkor

Napkoézis vagy tanulészobas nem mindig joszantabol lesz egy tanuld. Van, aki csak az ebéd miatt
napkozis, mégis altaladban benn kell maradnia egész délutan és tobb-kevesebb hasznos tevékenységgel tolti
az id6t. A feliigyels tanarnak fontos feladata a tanulasi szokasok kialakitasa, jo munkalégkor teremtése, a
tanulok idejének ésszert beosztasa mellett az is, hogy a tanulok maguk is képesekké valjanak erre. Mindez
egyéni banasmodot igényel, és gyakran a sziil6kkel is egyeztetni kell.

Ha a feliigyel6 tanar éppen matematika szakos, az nem jelentheti, hogy csak matematikabol késziil hazi
feladat. Jo, ha a feliigyeld tanar és a szaktanarok ,6sszebeszélnek”, hogy a segitség ne {itkdzzon a szaktanar
szandékaival.

A matematikara szant idében persze lehet korrepetalni, és a leckék elkészitése utan matematikai jatékokkal
szorakoztathatjuk a tanulokat. Adhatunk olvasnivalot, vetithetiink filmet, és mindez egyénileg, parban vagy
kiscsoportosan is torténhet.

A matematika szakkort és korrepetalast is egyeztetni kell a napkozi, illetve tanuldszoba id6beosztasaval. A
cél, hogy a didkok a jol végzett munka érzésével menjenek haza és ne otthon kelljen faradtan hazi feladatot
irni.
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A korrepetalasok soran fontos feladat a tanulok érdeklédésének felkeltése, 6nbizalmanak névelése. Kivalo
alkalom az ,En ezt tgysem tudom megcsinalni, semmit sem értek.” és a ,Mire jo mindez?” tipusi reakciok
egyénre szabott megbeszélésére. Ezekre persze késziilni kell az adott témahoz igazodva. Nem érdemes (pléane
t6bbszor, ugyanazokkal a szavakkal) elmagyarazni az anyagot. Inkabb kérdésekkel igyekezziink kideriteni,
hogy hol vannak a megértést akadalyozo gatak. (Akar hihetetlen mélyre is visszalépve, példaul sziikség
lehet még érettségire késziilve is visszanyilni a kézOs nevezdre hozésig.) Sokat segitenek a téméhoz és
a didkhoz kozelallo gyakorlati kérdések (amelyek megtaldlasa a tanari mesterség része). Alkalmanként
rejtvények, jatékok beiktatasaval indithatjuk el a kozos tevékenységet és gondolkodést. Hasznaljunk (esetleg
alkalmi) eszkozt, oldjuk merev szereposztast, probaljuk tobb oldalrol megkdzeliteni ugyanazt a tartalmat.
Az egy ,értetlen gubanc” allapotbol ugy keriilhet ki a didak, ha maga is megprébalja megkeresni, hogy
hol akadt el. A tanarnak az is informativ, ha a didk kérdez. A pozitiv élmény jobban koti a didkot az
adott tevékenységhez, mint a sikertelenségtsl vald félelem. Nem érdemes ezeknek a beszélgetéseknek sem
dorgalo, sem szamonkérs hangulatot adni, hiszen azt akarjuk elérni, hogy felismerje a didk, hogy segitségre
van sziiksége, és tudjon, akarjon tSliink segitséget elfogadni. A tanulast azzal segitjiik legjobban, ha belatja
a diak, hogy az 6 érdeke, felelGssége és dolga a feladatok teljesitése, de mi tudunk és akarunk ebben segiteni
neki.

Az adott pillanatban effektivnek tiinik a héazi feladat megoldasaban adott ,szorozd be, vond ki’ lépésrdl
lépésre adott segitség, mert elkésziil a lecke, de ez a legkevésbé hatékony segitség. Ha az 6rdn nem értette
meg, hogy miért kell beszorozni, kivonni, akkor legk6zelebb is csak a bennfentesek magiaja lesz szamaéra.

A péarbeszéd inditdsdhoz hasznalhatunk konkrét eszkozoket (pl. korongot, gyufaszalakat, ...), képeket
(kartyakat, fotokat, rajzokat, ...) vagy elektronikus segédeszkozt (okostelefont, tablagépet, szamitogépet,
aktiv tablat).

I11.2.1. Gyufarejtvények

A Kkovetkez6 feladvanyokat néhany gyufaval, fogpiszkaloval, négyzethaloés papiron, de programmal
(http://www.sheppardsoftware.com/braingames/matchsticks/matchsticks.htm) is lehet jatszani.

A tablarol vegyél el valahany gyufaszalat, hogy utana adott szamu négyzet legyen lathato a képen.

Néhany konkrét feladvany és egy-egy lehetséges megoldasuk:

6 gyufat kell elvenni, hogy 3 | 8 gyufat kell elvenni, hogy 2 | 10 gyufat kell elvenni, hogy 2
négyzet maradjon a tablan négyzet maradjon a tablan négyzet maradjon a tablan
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3 gyufat kell elvenni, hogy 6 | 4 gyufat kell elvenni, hogy 5 | 4 gyufat kell elvenni, hogy 7
négyzet maradjon a tablan négyzet maradjon a tablan négyzet maradjon a tablan

Kereshetlink mas megoldéast ugyanarra a feladvanyra, megfordithatjuk a szabalyt, a felhasznalhato gyufak
és a kirajzoland6 négyzetek szaméat adjuk meg.

Egyfeldl elindul egy kommunikécio koztiink, masfelsl szamos, a matematikatanulashoz is nélkiilozhetetlen
kompetencia (figyelem, nézépontvaltas, otletesség, kreativitas, ... ) fejlédhet.

Matematika szakkorre altalaban a matematika irant érdekl6ds tanuldk jelentkeznek, de nagy kiilonbség
lehet kozottiik akar a tudasukat, akar a képességeiket illetGen. A szakkoron nem kell szamolni sok olyan
kotelezettséggel, amelyeket a tantervi ordknal figyelembe kell venni (kotelez6 tananyag, tanmenet, szé-
monkérés stb.). A szakkoron oldottabb légkérben igazodhatunk a tanulok érdeklédéséhez. Erinthetiink a
tananyagban nem (vagy alig) szerepls témékat, differencialtan foglalkozhatunk az egyes tanulokkal, parok-
kal, kiscsoportokkal. Adhatunk hosszabb tavra szolo kutatasi feladatot, felkészithetjiik Gket a versenyekre.

Legyiink batrak a témavélasztaskor! Sok dologrol azt gondolnénk, hogy ez aztan nem valo gyerekeknek,
pedig példaul a matrixokrél mar az altalanos iskolasoknak szant szakkori flizet is késziilt (Sztrokayné,
1968). A kozépiskolai szakkori flizetek kozott pedig sok mas érdekes téma mellett olyanok is megtalalhatok,
mint Haloelmélet (Szasz Gabor 1978), Jatékelmélet (Filep Laszlo 1985), Katasztrofaelmélet (Arnold, V.
1., 1987), A végtelen kutatasa (Vilenkin, N. Ja.,1988), Topologia (Szederkényi Antal 1977), Projektiv
geometria (Vigassy Lajos 1970), Csoportelmélet (Gyapjas Ferenc 1973).

II1.2.2. Geometria és topologia az abc-ben (kicsiknek)

Melyek azok a nyomtatott magyar dbécé nagybetiii kozott, amelyek
e kozéppontosan szimmetrikusak?

e tengelyesen szimmetrikusak?

e nem tartalmaznak hurkot?

e nem tartalmaznak elagazast?

e amelyek tobb elagazast tartalmaznak?

e vagas és csomozas nélkiil egymasba alakithatok?

e a ceruza felemelése nélkiil, egyetlen vonallal lerajzolhatok?
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Keress a Braille abécében olyan jeleket, amelyek
e 6nmagukban tengelyesen szimmetrikusak (hany szimmetriatengelyiik van?),

e onmagukban kozéppontosan szimmetrikusak,
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e egymas tengelyes tiikorképei,
e egymas kozéppontos tiikorképei,

e egymas elforgatottjai.
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A Braille irdaban mem
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A kép forrasa: http://www.mvgyosz.hu/braille-dbécé

I11.2.3. Matrixok (kicsiknek és kicsit nagyobbaknak)

Egy szakkor, szakmai nap, szaktabor emlékezetessé tehets egy-egy, a ,magasabb matematika” koérébe sorolt
témakor alapjainak iranyitott felfedeztetésével.

Sztrokay (1988) altalanos iskolasoknak szo6lo szakkori fiizetében a matrixok bevezetésétdl egyfajta titkosira-
son at szdmos érdekes alkalmazasrol (pl. grafok szomszédossagi matrixa, linearis leképezések) olvashatunk.

1. Ki mennyire tartja be a fogydkuarat?

A tablazatban négy gyerek ebéd és vacsora kozotti ,,torkoskodésat” jegyeztiik fel:

tejesoki | fagylalt | Gszibarack | Coca-Cola | zsemle
Kati 1 0 2 1 0
Andris | 2 1 0 1 1
Réka 0 1 2 0 1
Tamés | 1 0 1 1 0

Tudjuk, hogy ezek kalériaértéke kilokaléridban

1 tabla tejcsokoladé | 554
fagylalt 160
Gszibarack 40
Coca-Cola 84
zsemle 147

Ki hany kaloriat fogyasztott?
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1 0 2 1 0
.. . . , , e i 2 1 0 1 1
Rendezetten felirjuk a fogyasztasi adatokat és mellé a kaloriaértékeket: fogyasztés: 01 20 1]
1 01 10
554
160
kilokaloria: | 40 |, és kiszamitjuk a kaloria-bevitelt:
84
147
1-554+0-160+2-40+1-84+0-147 718
2-554+1-160+0-40+1-84+1-147| [ 1499
0-554+1-1604+2-40+0-84+1-147 ] | 387
1-5544+0-160+1-4041-84+0-147 678

Az eredmény a kapott oszlopvektorban lathato: legtorkosabb Andris volt, a legfegyelmezettebb Réka.

T&bb hasonlé példa altal megvildgithatjuk, tudatosithatjuk és begyakorolhatjuk a sor-oszlop szorzas sza-
balyat. Fontos észrevétel, hogy ugyanannyi elem (ugyanannyi féle élelmiszer) szerepel a tablazat soraiban,
mint a kaloriaértékeket tartalmazé oszlopban.

Ha valaki nem a személyek fogyasztasat, hanem az élelmiszereket irja a tablazat soraiba, akkor a kovetkezs
tablazatot kapjuk:

Kati | Andris | Réka | Tamas
tejcsoki 1 2 0 1
fagylalt 0 1 1 0
Gszibarack | 2 0 2 1
Coca-Cola | 1 1 0 1
zsemle 0 1 1 0

1 2 0 1
01 1 0
Ismét felirjuk a fogyasztasi adatokat és mellé a kaloriaértékeket: fogyasztas: |2 0 2 1|, kilokaloria:
11 0 1
01 10
554
160

40 |, és kiszamitanank a kaloria-bevitelt, de nem miikodik az el6bbi sor-oszlop szorzas.
84
147

Atirjuk a kaloriaértékek tablazatat sor alakba: (554 160 40 84 147)7 és balrol szorzunk sor-oszlop
modszerrel (mini szamokkal, sorban, a felesleges tagokat és tényezdket kihagyva):

(554 +40-2+84 5542+ 160 + 84 +147 160 +40-2+ 147 554 + 40 + 84) =
= (718 1499 387 678)

alakban megkaptuk Kati, Andris, Réka és Taméas kaloria-bevitelét, ami persze az egyes személyek esetén
ugyanannyi, mint az el6z6 modszerrel kiszamolt érték.

Fontos észrevétel, hogy ugyanannyi elem (ugyanannyi kaloriaadat) szerepel a tablazat egyetlen soraban,
mint ahany élelmiszerfajta az egyes személyek fogyasztasat tartalmazo oszlopokban (5 féle). Ismét sor-
oszlop szorzast végeztiink, de a végeredmény, az egyes személyek energia-bevitele egy egyetlen sorbdl és
négy oszlopbol allo tablazatban jelent meg (sorvektor).



II1.2. TANULOSZOBA, KORREPETALAS, SZAKKOR 49

2. Tudunk matrixot szorozni, de mit jelent a szorzat?

Egy osztaly tanul6i koziil két gyerek csaladjaban volt csak 1-1 fit, 2 gyerek csaladjaban volt 2 fia, 5 gyerek
csaladjaban volt egy fit és egy lany stb. Az adatokat a kovetkezs méatrix tartalmazza:

Fiuk szama

01 2 3 45

5 001 000

4 01 0000

. ) 3 121000
Lanyok szama 9 939210 0|7 M

1 352100

0 0 2 2 101

e Szorozzuk meg ezt a matrixot balrol az (1 1 1 1 1 1) = u sorvektorral! Eredményiil egy sorvektort
kapunk. Mit jelentenek a kapott szamok? Mit jelent az Osszegiik?

A kapott (6 13 8 3 0 1) eredmény azt jelenti, hogy az osztaly 6 tanulojanak a csaladjaban nincs
fiq, 13 csaladban 1 fit van, 8-ban 2, 3-ban 3, nincs olyan tanuld, akinek a csalddjaban 4 fid van, 1 olyan
van, akinek a csaladjaban 5 fit van. Az 6sszeg megadja, hogy hany tanuld van az osztalyban, ha feltessziik,
hogy nincs olyan csalad, amelyben 5-nél tobb lany vagy fia van. (Teljes esetfelsorolas.)

e Szorozzuk meg a matrixot jobbrol az

e

oszlopvektorral! Eredményiil egy oszlopvektort kapunk. Mit jelentenek a kapott szamok? A kapott
(1 1 4 8 11 6)

eredmény azt jelenti, hogy az osztalyban 1 tanuléjanak a csaladjaban 5, 1 csaldadban 4 lany, 4-ben 3, 8-ban
2, 11-ben 1 lany van, és 6 csaladban nincs lany. Az 6sszeg megadja, hogy hany tanul6é van az osztalyban,
ha feltessziik, hogy nincs olyan csalad, amelyben 5-nél t6bb lany vagy fia van. (Teljes esetfelsorolas.)

e Hogy kell elvégezni és hogyan lehet értelmezni az uMv szorzatot?

1
1
uMv=(uM)v=(6 13 8 3 0 1) 1 =31
1
1
Ugyanezt az eredményt kapjuk az
1
1
uMv=uMv)=(1 1 1 1 1 1) g =31
11
6

szorzat szamolasakor is, ez éppen az osztalylétszam.

e Hogyan tudjuk meghatarozni, hogy az osztalyba jaroé tanulok csaladjaban hany lany van Gsszesen? Es
hany fia?
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Azt mér tudjuk Mv szorzatbdl, hogy hany csaladban van 5, 4, 3, 2, 1 és 0 lany. A lanyok szama tehéat

(5 4 3 2 1 0) =5+4+12+16+ 11 =48,

v BN

Az uM szorzatbol tudjuk, hogy hany csaladban van 0, 1, 2, 3, 4 vagy 5 fit. Osszesen tehét

(6 13 8 3 0 1) =13+16+9+5=143

Tk W N~ O

fia van a tanulok csaladjaban.



IV. fejezet

Eszkozok, taneszkozok

Tapasztalt tanarok tudjak, hogy az iskola hatasa csak toredéke annak a sok-sok tényezének, ami a didkok
értékrendjét, viselkedését és tudasat meghatarozza. Napjainkban nagyon elére keriilt a hatasok kozott
a vilaghalo meg a sok-sok elektronikus eszkéz. Ha tetszik, ha nem, mar az 6vodas gyerekek is elkérik a
mama okos telefonjat, simogatjak az érint6 képernyé6t, a tablagépet. Még olvasni nem tudnak, de ikonok
alapjan mar valogatnak a vilaghalo kinalatabol. Es ebben a virtualis valosagban olyan fantasztikus dolgokat
tudnak megnézni, lejatszani, 6sszerakni, amiket mi kiilon bemutaton (sem) lathattunk. A pozitiv hatésok
mellett meg kell jegyezni, hogy hatranyai is vannak a tal gyors, tiul egyszertien hozzaférhets, tul sok és
sokféle informacionak. Semmilyen (akar tapinthato) virtualis élmény nem pétolja a fogalomalkotas bazisat,
a kozvetlen materialis tapasztalast.

Ebben a néhany példaban arra dsszpontositunk, hogy a matematikai fogalomalkotas melyik szintjén, milyen
fazisaban alkalmazzuk éppen az adott eszkozt. Bruner (1974), Ceglédi (1911), Skemp (1975), Vasarhelyi
(2006) irasaival 6sszhangban szeretnénk itt is Gsztonozni az észrevétlen vagy tudatos tapasztalatszerzést
segits eszk6z0k, modszerek hasznalatara. A matematikai ismeretek fazisai

e a tapasztalatgytijtés — manipulacio;
e a fogalmi jegyek kigytjtése — a tapasztalatok feldolgozasa;

e a zajok kisziirése — diszkriminacio, a fogalom, allitas, eljaras érvényességi korének meghatarozasa, ér-
vénytelen analogidk kisztirése;

e az 0j tapasztalat beépitése az ismeretrendszerbe (a fogalmi halo bévitése, atalakitasa).

IV.1. Konkrét manipulativ eszkozok

Gyakran nem a gyari, tokéletes eszkozOket hasznaljuk legsikeresebben, hanem a helyszinen — esetleg a
tanulok altal vagy veliik egyiitt — rogtonzotteket. Altalaban az eszkoz egyszertisége, természetessége kelti
fel a tanulok érdeklgdését.

IV.1.1. Felfedezések egyetlen papirlappal

1. Gula vagy oktaéder?

Egy Ad-es lapbol letéplink egy négyzetet.
e Egy-egy atl6 mentén 6sszehajtjuk, majd djra kinyitjuk.

e Megforditjuk a lapot és a kozépvonalak mentén Gsszehajtjuk, majd Gjra kinyitjuk.

51



52 IV. FEJEZET. ESZKOZOK, TANESZKOZOK

Gulat vagy oktaédert kapunk attol fiiggSen, hogy melyik iranyban hajtjuk Ossze:

Gula

Oktaéder

Ha stabil oktaédert szeretnénk, akkor 6 tanulé a 6 gulat ciklikusan 6sszedugja egyetlen, meglepGen stabil
oktaéderré. Ez azért lehetséges, mert egyetlen él iranyitasa az Osszes él iranyitasat (ellentmondasmentesen)
meghatarozza.

2. Kockahajtogatas
Ismét egy négyzet alaki papirlapbdl indulunk ki.
1. Az egyik atl6 mentén Gsszehajtjuk, majd ajra kinyitjuk.

2. A masik atl6 mentén is 6sszehajtjuk, majd Gjra kinyitjuk.
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3. Megforditjuk a lapot és a kozépvonalak mentén 6sszehajtjuk, majd djra kinyitjuk.

4. Osszehajtjuk a lapot derékszogii egyenldszart haromszoggé (szara az atlo fele, magassiga a kozépvonal

fele).

5. A bal also csticsot a derékszogii csticshoz vissziik.

AN

6. A kis haromszog derékszogi csucsat az atfogo felezépontjaba hajtjuk.

AN

7. A fent ,lifegd” kis haromszoget megfelezziik.

8. A kis dupla (kék) haromszoget bedugjuk az atfogoja mentén levs ,zsebbe”.

Az 5.-8. lépéseket (titkrosen) a jobb oldalon megismételjiik.

AN

Az egészet megforditjuk, és mindkét oldalon megismételjiik az 5.—8. 1épéseket. Az egyik csticsnal van egy
lyuk, ott felfajjuk.
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Az egyetlen papirlapbol hajtogatott és attol kezdve a tanulok kezében levs kocka kozelebb viszi térelemeket,
konkrétta valhatnak absztraktnak tiing kérdések (hany és hanyféle szabalyos sokszogben metszhets egy

kocka), igy nem kell sajnalni az id6t, és nem kell szégyellni a ,,gyerekes” megoldast. Felfedezni valo példaul,
hogy héany sikot hataroznak meg a kocka csticsai.

ITT FELFOJNI

3. Mi kbéze van a varréonének és a badogosnak a szogfiiggvényekhez?

Kicsinek és nagynak, még kollégaknak is nagy élmény a henger sikmetszetének a kivetkezs egyszert szi-
mulalasa:

Egy A4-es lap kozepére jo vastag filctollal rajzolunk egy ,szinuszgoérbét”, majd a vonal kézepén kettévagjuk
(vagy éppen tépjiik) a papirt. Elegend6 az a koriilbeliili pontossag, amivel a tablara krétaval rajzolnank.

Gyurmaragasztoval (vagy valami mas ideiglenes rogzitGvel) osszefogjuk annyira, hogy hengert forméaljuk a
lapbol. Mindkét rész palastjat kiilon-kiilon rogzitjiik és elvessziik az egyiket.

A helyben marad6 hengerdarabokra egy-egy sikot (Ad-es papirlapot) fektetiink, hogy megmutathassuk:
sikkal vagtuk el a hengert.

A gorbén” kettétépett lap két fele A sikmetszet Iranyvaltoztatas az
ereszcsatornan

Tudatosithatjuk, hogy a ruhaujj szabasanal ugyanilyen gorbét kell az anyagra rajzolni. Egy gyors mozdulat-
tal forditva” illesztjiik Gssze a henger két felét, és méris demonstraljuk az ereszcsatorna iranyvaltoztatasat,
tehat a badogos is ilyen gorbe mentén szabja a badoglemezt. (A ferdén kettévagott szalami rud kisimi-
tott bdre is elég 16kés lenne a bizonyitasi igény felkeltéséhez.) A bizonyitasra, a sikkal elmetszett henger
palastjanak kiteritésére még visszatériink az interaktiv feladatlapokrol szolo részben.
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4. A nyeregfeliilet

Az egyetlen papirlapbol készithet6 matematikai modellek koziil kiemelkedik az a varazslat, amelyet Hollai
Marta mutatott be az ,,Abrazolé geometria tanitasa”’ szeminariumon, nyeregfeliiletet hajtogattunk. A sze-
mindrium mar nem létezik, de a modell készitésére tanarjeldltek szazait tanitottuk.

Henfoplalds kori ndl
lészerszdm
elkdprelt szerkezete
kiiltnbizd sirleletek
wlopjdn

Laszlo Gyula rajza, Forras:
http://arpad.org/hadmuveszet /fegyverzet /a-magyar-lovassag-a-honvisszafoglalas-idejeben/

Az atlok és a kozépvonalak mentén meghajtott négyzet alakt papirlaphoz tériink vissza. Ha van id6 és
kitarto, tiirelmes didkokkal dolgozunk, akkor hasznaljunk négyzethalos lapot.

- #

Az egyik oldallal parhuzamosan péros szamu egyenld csikot hajtunk, majd harmonikaszertien 6sszehajto-
gatjuk a lapot. Kisimitjuk és a masik oldallal parhuzamosan is ugyanannyi csikot hajtunk, mint az elébb,
tjra harmonikaszertien osszehajtjuk. (Kedvesinalo inditasnak elég, ha ismételt felezéssel 8 egyenls csikot
hajtunk.)

Ismét kisimitjuk a lapot és a szélétél indulva, kérben haladva, valtakozva ,gerincet” és ,volgyet” hajtunk
a papirbol. El6szor a sarkokat érdemes beéllitani: az atl6 mentén Osszecsippentjiik, amig elérjiik a sav
hatarat. A kovetkezd sdvban ugyanezt tessziik az ellenkezd oldalrol. A két sav hatarvonalan ,,gerincet”
hajtunk. A ,¥olgy” hajtasvonalat agy hajtjuk meg, hogy megforditjuk a lapot és ,gerincet” hajtunk.
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Ha mind a 4 sarkot beallitottuk, akkor a 8 csikos esetben lényegében el is késziiliink az egésszel. Ha tobb
savval dolgozunk, akkor analég modon folytatjuk, valtakozva ,gerincet” és ,volgyet” hajtunk.

Ha jobb kozelitést szeretnénk, akkor ismételt felezéssel finomithatjuk a modellt. A legszebb az eredmény,
ha négyzethéalés papir racs-egyenesei mentén hajtogatunk.

A négyzet atloi mentén ,lathatjuk” az egymasra merdleges sikban fekvo ,felfelé” és lefelé” allo parabolakat.
A hajtas-élek a nyeregfeliilet alkot6i (parhuzamos egyenesek parhuzamos sikokban fekvé kitérs egyenesekké

deformal6odnak).

Dinamikus geometriai programmal is modellezhetjiik a nyeregfeliiletet, és animéacioval felhivhatjuk a fi-

gyelmet a feliilet jellegzetességeire.
i— [ ]




IV.1. KONKRET MANIPULATIV ESZKOZOK o7

IV.1.2. Gyongyfiizés

Készithetiink labas-alatétet (sikbeli mozaikot) hiisvéti tojast, vagy éppen szabalyos testet. Fa, mtanyag
vagy liveggyongyoOket fonallal, drottal vagy damillal fizhetiink Gssze. Mi a viszonylag hamar elkészithe-
t6 dodekaéder készitését mutatjuk be. A gyakorlatban megfelel6 méretti poliuretan golyokat hasznéaltunk
,merevitésre”, kasagyongyot fliztiink cérnaval. Az itt kovetkezs leirasban szerepls (pirossal irt) 6-os szdm
helyett a golyé méretének megfelelst kell valasztani. A 6 gyongybdl allo él igen apré gyongy és a pingpong-
labdéanal kicsit kisebb goly6 esetén alkalmas.

1. lap: Beftiziink a ttibe egy 2 x 1 méteres cérnat, és a végére csomot kotiink (duplan hasznaljuk). 5 x 6
gyongyot felfiiziink, és hurkot csinalunk beléle. Ezzel elkésziilt a dodekaéder 1. lapja.

pI—F-5-3-3-—3
5 1

"I
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5 ]
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5, E]
i3

2. lap: 4 x 6 gyongyot felfiiziink, és hurkot csinalunk a cérnaval az 1. lap 6. és (6 +1). gyongye kozott. Ezzel
elkésziilt a dodekaéder 2. lapja. A 2. lap utols6 élén levs 6 gyongyon at visszadugjuk a cérnat a csucshoz.
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3 x 6 gyongyot felftiziink és hurkot csindlunk a cérnéaval az 1. lap (2 x 6). és (2 x 6 + 1). gyongye kozott.
Ezzel elkésziilt a dodekaéder 3. lapja. A 3. lap utolso élén levd 6 gyongydn at visszamegyiink a cstuicshoz.
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13

A folytatast mar maguktol is ki szokték talalni a tanulok. A végén még akasztot is varrunk a dodekaéderre.
A konnyen tanulhato lépésekkel és azok kombinalasaval nemcsak az iskolasok, hanem a sajat emlékeik
szerint szerény kéziigyességli 18-20 éves egyetemi hallgatok is sikerélményhez jutnak. Mivel nem egymast
nézik, hanem a gyongyoket, ez a tevékenység a pontos, gondos munka és a kitartas erGsitése mellett
kivalo alkalmas ,bizalmas” beszélgetésekre, példaul a legkedvesebb és a legbosszantébb élmények, sikerek
és kudarcok elmesélésére.

Kincseink: a hallgatok beadott munkai

IV.1.3. Problémamegoldas szines rudakkal

A feladat a Hajdu Sandor altal szerkesztett tankonyvsorozat Matematika 5. 100. oldal 2.80. példaja: Adott
egy 11,9, 7, 5, 3, 1 egységkockakbol felépitett forgasszimmetrikus 1épcsés piramis. Abrézold a testet foliilrdl,
illetve oldalrol nézve! Szamitsd ki a felszinét! Esszertisitsd a szamitast! Szamitsd ki a test térfogatat!

A feladatot szines rudakkal szeretnénk szemléltetni, ezért az oldalhosszat 10 alatt kell tartani. A tanar és
a didk szaméara méas-mas méreti eszkoz sziikséges. A tanulok a szines rad készletbdl Gssze tudjak rakni az
alakzatot, a tanar kezébe nagyobb, jol lathato eszkoz valo, példaul egységnek vélaszthatunk egy 2,5 cm
élhosszisagn kockat. Ahhoz, hogy a sok kis kocka egyiitt is mozgathato, elfordithato, ... legyen, az egyes
rétegeket atlatszo, 2,5 cm magas fali, 3x 3, 5 x5, 7x 7, 9x 9-es (és akar 11 x 11) méreti talcakra érdemes
helyezni.
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A megfelel6 méreti és szind rudakbol legalabb az aldbbi mennyiségek sziikségesek:

Darab | Méret | Szin

2 1x1 fehér

4 1 x2 | rbézsaszin
3 1 x3 | vilagoskék
4 1 x4 | piros

5 1 x5 | sarga

4 1x6 | lia

7 1x7 | fekete

4 1x8 | bordo

9 1x9 | kék

Otletek a szemléltetéshez:

A tanulék és a tanar parhuzamosan dolgoznak a szines rudakkal, kirakjék a piramist és lerajzoljak a

feliilnézetet és az oldalnézetet:

A felszint a fiiggsleges és vizszintes lapok teriiletének Osszege adja, és ezeket kiilon-kiilon is 6sszegezhetjiik:

2.n+-+-+-+-

Az oldalnézeti abra négy példanyabol kirakjuk az Gsszeszamolast segitd abrat:

A térfogathoz 9 db 9-es, 7 db T-es, ... rudat Gsszegziink.

Megjegyzés: A feladat kapcsan szamos Osszegzési probléma vizsgalata indithato el (természetes szamok,
paros, paratlan, négyzetszamok Osszegzése). Ezek vizsgalatdban is hasznosak a szines rudak.

IV.2. IT eszkozok a matematikatanulas szolgalataban

Mindenképpen gondolni kell az internetes keres6k, a szévegszerkesztk, tablazatkezel6k és a grafikus szer-
keszt6k hasznalatara, bar az egyes tanulo szamara is elérhet eszkozpark (személyi szamitogép, aktiv tabla,
tablagép, okos telefon, stb.) olyan gyorsan béviil, hogy ez az iras elavul, mire megjelenik.
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Az IT eszk6z0k elényei masként jelentkeznek, ha a tandr egy probléma kapcséan el6zetes vizsgalatokat végez,
egy hagyomanyos o6rara feladatlapot készit els, valamely programot szemléltetésre hasznélja az 6ran, illetve
ha a tanulék valamely program segitségével oldanak meg geometriai feladatokat.

Tanuloi felhasznaldsban kiillondsen a megoldasok megsejtésénél és a diszkusszid soran téril meg az eszkoz
megismerésére forditott idd és energia: egy-egy szamitas, vagy szerkesztés elvégzése, egy-egy feladattipus
megoldasa méas adatokkal, paraméterértékekkel. (Egy pontot megfogva és elmozgatva konnyen megvizsgal-
hatok a lehetséges esetek, nem kell mindig tijabb és Gjabb abrakat késziteni; egy tipikus pont megszerkesz-
tése utan megrajzoltathato a pont palyaja, stb.)

Ha egy feladatot IT eszkozokkel akarunk megoldani, akkor adédik egy olyan jarulékos tennivald is, amely
nélkiiliik nem lenne: a feladatot at kell fogalmazni. Az atfogalmazéis sokféle lehet a megoldasi mod, a
felhasznalhato ismeretek, a didaktikai célok szerint. Vannak feladatok, amelyeknél az atfogalmazas maga
a ,megoldas”, vagyis az IT eszkdz szamara le-forditott feladat mar nagyon egyszerid. Ilyen feladatokat
frontéalis osztalymunkaban érdemes megbeszélni és egy ra épiil6 feladatot 6nélldo munkara adni.

Az IT alkalmazas jarulékos haszna, hogy természetessé valik a kiilonb6z6 megoldasok keresése és Osszeha-
sonlitasa, mert az IT eszk6z0k nem egyforman tamogatjak mindegyik megoldast.

Az IT eszkozok hasznalata csak a tobbi modszertani megoldassal egyiitt szolgalja a helyes matematikai
szemlélet kialakitasat. A leghasznosabb az lenne, ha egy bizonyos begyakorlasi id6 utdn a tanulok maguk
eldonthetnék, hogy mikor, mennyire veszik igénybe az IT eszkézoket. (Problémamegoldés kézben kiprobal
valamit, megfigyeli, majd megprobélja bebizonyitani.) Az IT eszkozokkel valo feladatmegoldas lehetSséget
ad a kiilonb6z6 mélységl és nehézségii megkozelitésre, differencidlasra.

IV.2.1. Dinamikus geometria program felhasznalasa a geometria tanitasaban

Barmelyik elérhet6 program (Cabri, Euklidesz, GeoGebra, .. .) hasznalatat konnyd megtanulni, de nagyon
fontos felhivni a tanuldk figyelmét azokra a vonasokra, amelyekben kiilonbozik a dinamikus geometria
a szokésos papir-ceruza kornyezettsl. A legfontosabb, hogy minden alakzatot a program dltal felismerhetd
formaban kell meghatdrozni. Emlitésre mélto példaul, hogy egy pont akkor van egy alakzaton, vagy akkor
van kozos pontja két alakzatnak, ha kozvetleniil vagy kozvetve igy jott létre; egy szog nagysagat vagy
egy szakasz hosszat csak akkor tudjuk megadni, ha azokat mar létrehoztuk; egy egyenes két pontja ugyan
meghataroz egy szakaszt, de ekkor is kiilon meg kell szerkeszteni a szakaszt, hogy a program tudomast
vegyen rola.

Kiilonosen a bevezets idGszakban érdemes a parancsokat megsziirni, a tanulok szintjének megfelelen be-
allitani. Azoknéal a feladatoknal, amelyeknél nemcsak rajzolgatést, vak probalgatast, hanem geometriailag
megalapozott tudatos szerkesztést varunk el a tanuloktol, csak azokat a parancsokat bocsassuk a tanulok
rendelkezésére, amelyekre ténylegesen sziikségiik van, és amelyek geometriai hatterét ismerik. Ha példa-
ul a felez6merdleges szerkesztése a feladat, vagy egy pont tiikrézése egy egyenesre, akkor a Szakaszfelezd
merdleges, illetve a Tengelyes tikrézés parancsot zarjuk ki a meniibgl.

Engedjiik, hogy a tanulok 6nallban birkozzanak meg a feladatokkal, de a feladatoknak alkalmazkodniuk
kell a tanulok tudasszintjéhez, egyszerre kell kihivast tartalmazniuk és a sikeres megoldéssal kecsegteti. A
kovetkezs feladatsor 11-12 éves tanuldok dinamikus geometriai programmal valo ismerkedéséhez késziilt.
Kiilonb6z6 programokat hasznéalva tobb alkalommal ki is probaltuk. A cél, hogy a geometriai ismeretrend-
szer és a programhasznélat parhuzamosan fejlédjon.

Végezd el az aldbbi szerkesztéseket a program segitségével! Gondold meg, prébdld ki, hogy melyik feladat
oldhato meg kénnyebben a fiizetben kdrzdvel és vonalzéval, és melyik megy kénnyebben a programmal! Fi-
gyeld meg, hogy hol kell sorrendet vdltoztatni, pontosabban fogalmazni a program haszndlatakor! A tdbldzat
megfeleld helyére ird le, hogy mit csindltdl és mit tapasztaltdl. Ha valami érdekességet tapasztalsz, készits a
képernydrdl mdsolatot (hard copy) az Alt-Print Screen billentyikombindcio segitségével és illeszd be ebbe a
dokumentumba a Ctrl-V billentydkombindcidval!
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1. feladat:

Szerkessz egy A és B végpontu szakaszt!

Vegyél fel a szakaszon kiviil egy E pontot!

Nevezd el a pontokat, vagy véltoztasd meg a neviiket, ha a program
mar elnevezte!

Rajzolj az E ponton at az AB szakasszal parhuzamos d egyenest!
Mozgasd a B pontot és figyeld meg az abra valtozasait!

Mozgasd az A pontot és figyeld meg az abra valtozasait!

Mozgasd az E pontot és figyeld meg az abra valtozasait!

2. Feladat:

Szerkessz egy AB szakaszt.

Szerkeszd meg az A B szakasz felez6merdélegesét a Szakaszfelez6 me-
réleges parancs hasznalata nélkil.

Mozgasd az A, majd a B pontot. Ha a felez6merdleges nem mozdul
el, akkor szerkeszd meg djra, mert valami nem jol sikeriilt!

Végezd el a szerkesztést a Szakaszfelezd merdleges parancs fel-
hasznalasaval is!

3. Feladat:

Vegyél fel harom (A, B, és C) alappontot!

Szerkessz olyan paralelogrammat, ahol A és B szomszédos, A és C
atellenes csucsok! Ellendrizd, hogy paralelogramma marad-e, ha az
alappontokat mozgatod!

Rejtsd el a szerkesztési segédvonalakat!

Mérd meg az oldalak hosszat és a szdgek nagysagéat!

4. Feladat:

Rajzolj egy ABC haromszoget és vastagitsd meg az oldalait!
Szerkeszd meg a haromszog AK, BM és C'N magassagvonalait!
Szerkeszd meg a magassagvonalak metszéspontjat!

Mozgasd a haromszog egyik csicsat, és figyeld meg, mikor lesz a ma-
gassadgvonalak metszéspontja a haromszogon kiviil, mikor lesz a héa-
romszogon, illetve mikor lesz beliil.

5. Feladat:

Rajzolj egy AB szakaszt, szerkeszd meg a felezGpontjat.

Rajzolj egy AB atmérsji, O kézéppontu kort.

Vegyél fel egy D pontot a korén és mozgasd ezt a pontot.

Rajzold meg az AD és BD szakaszt, jelold meg az ADB sziget és
mérd meg.

6. Feladat:

Vegyél fel két pontot: A-t és B-t és szerkessz egy A kdzéppontu kort,
amely atmegy a B ponton.

Vegyél fel a korén egy C' pontot.

Szerkeszd meg a C' pontbeli érintét a kdrhoz.

Mozgasd a C pontot.

Moddszertani feladat: Keressen olyan feladatot, amelynek megolddsdhoz most mdr eleget tudnak a tanuldk!
Irjon hozzd segitséget!

IV.2.2. Miért is szinusz- vagy koszinuszgorbe a sikkal elmetszett hengerpalast
pereme kiterités utan?

A varronsk vagy a badogosok szamara irt konyvekben, honlapokon az alabbihoz hasonlo segédletek talél-
hatok:
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Henger Elipsasmetszet

Kiteritve

Kép forrasa: Szabasminték http://blog.megyeridomonkos.hu/

A szabasminta tgy is el6allithato, hogy egy egyenes korhengert ferdén elmetsziink egy sikkal, majd kite-
ritjiik.

s

Innen mar csak egy ,lépés”’ annak megmutatasa, hogy a szabas vonala egy transzformalt szinusz- vagy egy
koszinuszfiiggvény grafikonja. Az egyszertibb szamolas kedvéért a henger sugarat egységnyinek valasztjuk.

A hengert egy alkotdja mentén felvagjuk. Ez nalunk éppen az a konturalkoto, amelyhez a metszet legma-
gasabb pontja tartozik. Kiterités utan egy 2w szélességli idomot kapunk. Ezért egy 27 hossztsagn szakaszt
felmériink az x tengely pozitiv felére az origobol indulva.

Egy tetszéleges alkotd helyét a kiteritett idomon tigy keressiik meg, hogy a henger alapkorén megnézziik,
hogy mekkora szoggel fordult el a kivalasztott alkoto a konturalkotohoz képest. Ez az = sz0g ivmértékben
mérve éppen a vizsgalt alkoto kiterités utani = koordinataja. Az (x;0) pontban merdlegest allitunk az x
tengelyre és ramérjiik az elmetszett alkotonak az alapvonal és a metszd sik kozé es§ szakaszat. A kiteritést
dinamikus geometria programmal rajzoltuk, hogy elég legyen egyetlen alkotora elvégezni az eljarast és a
meértani hely parancs segitségével kirajzoltathassuk a gorbét. Ez a gorbe az f(z) = h+tg - cosx fliggvény
grafikonja, ahol h az jelzi, hogy a sik az alapvonaltél milyen magassagban metszi a henger forgastengelyét,
o pedig a metsz6 siknak az alapkor sikjaval bezart szége. A bizonyitas az abrarol leolvashato.
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y' :tgh= cosx : 1
y = h + tghcosx

IV.2.3. Roézsaablak is vizsgalhaté dinamikus geometriai programmal

Hattérként beolvassuk a kivéilasztott mintat a Tools, Special Object Tools, Insert Image parancssorozattal.
Mi a rose_window.jpg képet t6ltottiik be a blogol.hu/plkz/mclub oldalrol.
_Tnuls';mnduw Help
| Customize Toolbar .. |4 | i . [ | move
I [ ey —‘i. + Drag o
&% Create New Tool ik —
LY

Manage Tools .

Movement Tools ¥
Foint Tools ¥
Line Toals r

Special Ling Tows r
Polygon Tools r
Cirde & Arc Tools J
Conic Seclion Tools *
Measurement Tools  +
Transformation Tools *
| special Object Tools I'_l Insert Text
Adtion Objed Taols 1

Insertimage |

Megvizsgaljuk a képet, és amikor annak a szimmetridjat, szerkezetét felfedezni véljiik, akkor a sejtésnek
megfelel§ alakzatokat rarajzoljuk és igazoljuk (vagy elvetjiik) a feltevést.
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Ezekkel a jatékokkal a mialkotasok elemzésében és a program hasznalataban, valamint a szimmetridk
tanulmanyozasaban is elmélyedhetnek a tanulok.
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