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Bevezetés

Ebben a gytjteményben olyan példakat valogattunk Ossze, amelyek csaknem fiiggetlenek a tantervtdl és
az aktualis tananyagtol, megoldasuk viszonylag kevés konkrét tudast igényel, de alkalmasak a probléma-
megoldo6 gondolkodés Osszetevsinek fejlesztésére.

A matematika tanulasi céljainak megvalositasat teljes értékiien szolgalhatjak érdekes meggondolasok, jaté-
kok, rejtvények is. A jatékos megkozelités kétségtelen elénye a szigora targyalassal szemben, hogy személyes
sikerélménnyé valik egy-egy szabaly felismerése, kovetkezetes alkalmazasa vagy éppen mésok tévedéseinek
leleplezése. A gondolatmenet, illetve tevékenység ismétlése észrevétleniil, 6rémmel, szorakoztato forméaban
torténik, még a kudarc elviselése is konnyebb. Emellett a tanér is tobb tapasztalatot szerezhet a didkok
személyiségtipusarol, munkamodszerérdl, feladattartasarol.

A pedagogiai feladatok koziil kiemelt szerepet kap a tapasztalatok rendszerezése. A szabalyok, stratégi-
4k nem rendezddnek automatikusan a matematikai fogalmak, tételek, eljarasok hierarchikus rendszerébe,
hanem gondos iranyitassal, a pozitiv élmények megdrzése mellett érdemes becsatolni a tanulési folyamatba.

Egy szép, érdekes vagy éppen meghtkkents test, rajz, fénykép is megmozgathatja a tanulok fantaziajat. A
szinek, azok sajatos felcserélése, egy forditva szinezett abra, satirozas vagy torlés elindithatjak a gondol-
kodést.

A kovetkezs abra a szinezett Pascal haromszog egy részletét abrazolja: a paratlan szamok mezGje satirozott,
a parosoké fehér. Ezzel a szinezéssel egy érdekes rekurziv mintat kapunk, minél tobb sort vesziink, annal
jobban hasonlit a Sierpinski haromszog néven ismert fraktalra. Ha még érdekesebb abrat akarunk, akkor
kiilénboztessiik meg a 3 vagy a 4 szerinti maradékosztalyok elemeit.
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(A kép forrasa: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Pascal)27s_Triangle_divisible_by_2.svg)

Nagyon érdekes és tanulsdgos példaul egy 4 x 4-es sakktabla inverz képe, ahol az inverzié alapkore a
négyzet koréirt kore. Az abran az inverzioval nyert alakzatnak csak egy része lathato, hiszen a sakktabla
kozéppontja az inverzié poélusa, igy a négy ,sarok” a végtelenbe nytlik.
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A matematika tanitasa kozben arra is érdemes figyelni, hogy ramutassunk mas teriiletekkel valo kapcsola-
tara. Az 6si és az ujkori kultardk egyarant kihasznaljak a jaték, a ritmus, a mondokéak fejleszté hatéasat.
Szamos létfontossagu szabaly maradt meg iratlan formaban. Egy-egy mondoka, torténet, érdekesség segit-
het elmélyiteni az adott matematikai teriilettel kapcsolatos ismereteket, de segithet olyanokhoz is k6zelebb
vinni, akiknek mas iranya az érdeklgdése. Kiaknazhatatlan téma az aranymetszés aranya (¢) és a Fibo-
nacci sorozat, melyek a matematikai érdekességeiken kiviil a képz&miivészetben, a zenében, a koltészetben
és a természetben egyarant megjelennek. Sokan tigy gondoljak, hogy a négy legfontosabb szam: 0, 1, 7, «.
Allaspontjukat az Euler-féle azonossaggal tamasztjék ala, mert ebben ez a négy szam szerepel: €™ +1 = 0.
(Ezzel persze az e is belépett a fontos szamok kozeé.)

A m-versekkel elkeriilhetjiik, hogy a 7 csupan egy gordg betit jelentsen, vagy 3,14-dal azonositsak. Két
nagy magyar matematikus is irt m-verset:

Bir-e, érez-e ember nyugalmat, Nem a régi s durva kézelités

Ha lelkét nehéz bus emlék zaklatja. Mi szotol szoig igy kijon

Sziintelen felhébe burkoldzo idé az, Betiiket szamldlva Ludolph eredménye mdr
Ami vdltozni dmha akarna se tudhat, Ha itt végezziik hisz jegyen

Mert azt nem irhattya mdr le halando kivdnsdga. De rendre kijé még tiz pontosan

(Hajos Gyorgy kozlése, 1952) Azt is bizvdst igérhetem.

(Szasz Pal, 1952)



I. fejezet
Jatékok

Szinesebbé tehetjlik drainkat egy-egy jaték vagy jatékos feladat beillesztésével. Ehhez felhasznalhatjuk mar
ismert jatékok, rejtvénytipusok alapotletét (pl. domino, puzzle, libajaték, ne nevess koran, kincskeresés,
akadalyverseny, kartyajatékok ...) a matematikai tartalomnak megfelelGen elkészitett eszkozokkel.

Az alkalmasan megvalasztott jatékok az érdeklédés felkeltése, kedvesindlas mellett alkalmasak lehetnek
gondolkodési modszerek (pl. indukcid, analogia, invaridnsok) felismerésére, bemutatasara, szemléltetésé-
re, tudatositasara, alkalmazasara és gyakorlasara. Felfedeztethetiink, bevezethetiink, gyakorolhatunk j
fogalmakat, fejleszthetjiik a matematikai kompetenciakat.

A jaték egy attekinthetd szitudcidoban, mindenki altal ismert kifejezéeszkozokkel zajlik, ahol a ramutatas,
utanozas, elmozditas stb. megengedett és igy épit a nem verbalis elemekre is. Igy lehetséges, hogy olvasni

http://bontovics.hu/index.php?option=com_content&view=article&id=57&Itemid=30

Lefolyik-e a tarolobol a viz a Macifdldre, ha a gatak igy allnak?

Oigen OO Nem Indul a viz!

A Thomas a gézmozdony mesefilmért rajongé vagy Lego vilagaban otthonos kisgyerek a rendezé palyaudvar
problémajat is konkrét manipulaciéval oldja meg, még ha nem is tudja szavakba onteni a megoldésat:

Epitettiink egy egypalyas, ovalis alakt vastti palyat egy kitérével. Van egy fekete mozdonyunk, egy piros
és egy kék vastuti kocsink. A palyan van egy szilirke alagut, amelyen csak a mozdony fér at egyediil (a két
kocsi tulsdgosan magasan van megrakva). A mozdony tolni és hizni is tudja a kocsikat.


http://bontovics.hu/index.php?option=com_content&view=article&id=57&Itemid=30
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Hogyan lehetne felcserélni a két kocsit tgy, hogy a mozdony is visszakeriiljon az eredeti helyzetébe?
Egy 6 éves kisfit megoldasat lejegyeztiink.
Jelolések:

[ alagut, I piros vagon, LN vagon, L mozdony.

o G O Gl

A mozdony kitolja a piros vagont a kitérdre.

R ONG NC.H

Az alaguton at a kék mogé megy és eltolja oda, ahol az elején a piros volt.

(Itt visszahtizta a pirosat a tervezett helyre és megszeppent, hogy ,beszorult” a mozdony. Kicsit visszalokte
a pirosat, és ujra munkahoz latott.)

CROROE DR

Elmegy a pirosért, egy kicsit behtizza, az alagtiton at elmegy a kékért, Gsszetolja 6ket, majd a piros mogé

megy az alagiton keresztiil.

Kitolja mindkettst, elviszi a pirosat, az alagiton at visszamegy a kékért, a helyére rakja. Most jo oldalon
all. (Azt mar nem is mutatja, hogy a mozdony visszaall a helyére.)

Ovodas és kisiskolas gyerekek logikai jatékainak, de a nagyobbaknak sz6l6 feladvanyok szemléltetésének is
kivalo eszkoze a logikai készlet. A 4 szin, 4 alakzat, 2 méret, lyukas és sima tulajdonsagok valtozatos jatékot
tesznek lehetdvé. Példaul ,kigyot” épitiink gy, hogy a kovetkezs figura csak egy tulajdonsagban térhet el
az utolso lerakottol (bal oldali 4bra). A jobb oldali abran pedig az 1j figura minden tulajdonsagaban eltér
az eléz6tol.
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A szinekhez ragaszkodva elagazd szabély szerint is épitkezhetiink: egy kivalasztott szin Osszes figurdjat
felrakjuk mindig egyetlen tulajdonsigot megvaltoztatva. Egy szin utolsé figurajahoz olyat illesztiink, amely
csak szinben tér el téle, majd folytatjuk az 0j szinnel.

Moébdszertani feladat:

Gondolja meg, hogy matematikai ismeretek allnak az egyes jatékok hatterében! Igazitsa a feldolgozas
modjat és a munkaformat a matematikatanitas megfelel$ fazisaihoz!

I.1. Szamlétra

Ketten jatszanak egymas ellen, ,Els¢” és ,Méasodik”. Elsé mond egy 1 és 10 kozotti szamot (beleértve a
hatarokat). Masodik ehhez hozzdad egy 1 és 10 kozotti szamot, és kozli az eredményt. Ezek utdn mindig
az aktualis eredményhez adnak hozza felvaltva egy 1 és 10 kozotti szamot, az nyer, aki végiil kimondja a
100-at. Kinek van nyerd stratégiaja?

Stratégia: Konnyti rajonni, hogy aki 89-et mond, az megnyerheti a jatékot (az ellenfél nem tud erre 100-at
mondani, de akirmit mond, utana a soron kévetkezs tud). Uj cél tehat a 89. Ezt (hasonlo alapon) akkor
tudjuk elérni, ha el6tte 78-at tudunk mondani. Igy folytatva, ha nyerni akarunk, nekiink kell mondanunk a
67, 56, 45, 34, 23, 12, 1 szamokat, vagyis ,.Els§” tud nyerni, ha 1-gyel kezd (és jol jatszik). Kezdd stratégiajat
ugy is megfogalmazhatjuk, hogy elss lépésre 1-et mond, ezutan az ellenfél lépését mindig kiegésziti 11-re.

Megjegyzések:

Erdemes tanuléi parokban kiprobalni a jatékot. Aki mar ugy gondolja, hogy van nyerd stratégisja, az
jatszhat a tanar ellen ugy, hogy megvalaszthatja, hogy ,,Els6” vagy ,Masodik akar-e lenni. Tanarként nem
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érdemes kezdettdl ,,jol jatszani”, mert konnyti ellesni a ,,jo szdmokat” azoknak is, akik nem talaltak meg a
nyerd stratégiat. ,Rossz jatékkal” ellendrizhetjiik, hogy tényleg megfejtette-e az ellenfél a dolog nyitjat.

A jaték eredeti valtozata 8-9 éveseknek késziilt, ott a cél a 21 volt, a lépés szabalya pedig 1-3. Ellen-
orizhetjiik, hogy a megbeszélt stratégiat ki értette meg, ha djra jatsszuk a jatékot mas célokkal és/vagy
lépéshosszokkal.

A jatékot ugy is jatszhatjuk, hogy egy sorban megszamozott mezékbdl allo palyan kell a jatékosoknak egy
babuval felvaltva lépniiik.

Valtozatok: I.1. V1. Nem az nyer, aki kimondja a 100-at, hanem az veszit, aki kénytelen 100-at (vagy
annal nagyobb szamot) mondani.

Stratégia: Ha sikeriil 99-et mondanunk, nyertiink. Innentél az eredeti jaték, avval a valtozéassal, hogy cél
a 99. Ilyenkor a ,Masodik,nyerhet.

Megjegyzés:

Erdemes kiilonb6z6 célok vagy lépéshosszok esetén tisztazni, hogy mikor kinek van nyerd stratégiaja, hiszen
a nyerd-vesztS cél cseréje nem automatikusan jar egyiitt azzal, hogy a kezdd, vagy a masik nyerhet-e.

I.1. V2. A jaték soran egyszer lehet passzolni (a két jatékosnak Gsszesen egyszer, vagyis ha valamelyikiik
passzolt, akkor a masik mar nem teheti ezt meg).

Stratégia: Mondjunk az alapjaték ,,jo szamainal” eggyel kisebb szamokat, amig az ellenfél nem passzol.
Ha az ellenfél mond egy, az eredetiben ilyen ,,j6” szamot, akkor passzoljunk. A maésodiknak van nyers
stratégiaja.

Megjegyzés:

Meggondolhato, hogy mi a helyzet (Gsszesen) két, harom, ... megengedett passz esetén.

I.1. V3. Szamozott mezGk esetén ugy is jatszhatjuk a jatékot, hogy ,ElsG” a 0-rol elére, ,Masodik” 100-r6l
(vagy az aktualis célszamrol) visszafelé haladva indul, vagyis egymaéssal szembe mennek. Egymast atugorni
nem lehet, az veszit, aki nem tud 1épni.

Stratégia: Ha ugy képzelnénk el az eredeti jatékot, hogy ,visszafelé” 100-bol kell kivonniuk a jatékosok-
nak felvaltva 1 és 10 kozotti szamokat, akkor a cél a 0 lenne. Ha egymaéssal szemben haladnak, akkor a
tavolsagukat szeretnék 1-re csdkkenteni.

I.2. ,Kavicsok” (gyufaszalak, babszemek, ...)

Egy kupac kavicsbol 2 jatékos felvaltva vehet el 1 és 10 kozotti darabszami kavicsot. Az nyer, aki az utolsot
elveszi.

Megjegyzés:

Ez nyilvan ugyanaz a jaték, mint a szamlétra visszafelé haladva. Jol latszik, hogy szembe haladas esetén
ugyanezt a jatékot kapjuk, hiszen mindegy, hogy a kavicskupac melyik végébdl vesziink el kavicsokat.

Valtozatok: I1.2. V1. Egy (legalabb két kavicsbol allo) kavicskupacbol felvaltva vesznek el a jatékosok,
a kovetkezd szabaly szerint: ElsG” elvehet akirmennyit (legalabb egyet), csak az Gsszeset nem. A tovabbi-
akban mindenki elvesz legalabb egyet és legfeljebb kétszer annyit, mint elGtte az ellenfele. Az nyer, aki az
utols6 kavicsot elveszi.

Stratégia: Kénnyen meggondolhatd, hogy ha kezdetben csak 2 vagy 3 kavics van a kupacban, akkor a kezdd
veszit. Ha 4 kavics van, akkor 1 kavics elvételével ellenfelét taszitja a 3 kavicsos veszté allasba, igy nyerhet
(2 vagy 3 kavicsot nem érdemes elvennie, mert ekkor ,Méasodik” el tudnd venni a maradékot). Tovabb
kisérletezve gy tapasztalhatjuk, hogy 5 kavics esetén nem tud nyerni a kezdd (ha ellenfele jol jatszik), 6
vagy 7 kavicsos kezdd helyzet esetén igen. Ha 8 kaviccsal kezdiink, akkor a kezdének nyilvan nem érdemes
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2-nél t6bb kavicsot elvennie, hiszen akkor ellenfele el tudnéd venni az Osszeset, igy 1-et vagy 2-t vesz el,
ellenfele mindkét esetben el tudja érni, hogy 5 maradjon, ami veszt6 pozicio, igy 8 kavics esetén ,,Masodik”
tud nyerni. El6bb-utébb megsejthetd, hogy ha kezdetben a kavicsok darabszdma Fibonacci szam, akkor
,Masodik” nyerhet, a kezds csak ellenfele rossz jatéka esetén. Ez teljes indukcioval bizonyithato.

Azt, hogy mas kezd6szamok esetén mindig nyerhet a kezdd jatékos, nem kénnyd belatni. Arra kell tore-
kednie, hogy ellenfele elétt Fibonacci darabszami kavics maradjon, de ne tudja az 6sszeset elvenni. Uj cél
tehat a legkozelebbi Fibonacci szam. Ezt nem mindig tudja egy 1épésben elérni, ilyenkor be kell érnie avval,
hogy az 1j céltol Fibonacci tavolsagra keriiljon tgy, hogy ellenfele azt ne érhesse el. Az, hogy ezt mindig
meg tudja tenni, azon mulik, hogy minden pozitiv egész felirhat6 kiilonb6z6 Fibonacci szamok Osszegeként,
mindig a lehetd legnagyobb tagot valasztva kovetkezs Osszeadandonak.

I1.2. V2. Két kupacos NIM jaték A kavicsok két kupacban vannak. Két jatékos felvaltva vehet el
tetsz6leges darabszamu kavicsot abbol a kupacbol, amelyikbdl akar. Az nyer, aki az utols6 kavicsot elveszi.

Stratégia: Ha egyforma darabszamu kavics van a két kupacban, akkor a mésodik jatékos nyerhet, ha
mindig tgy 1ép, hogy kiegyenlitse a két kupac darabszamat. Kiilénb6z6 induldé darabszamok esetén a
kezdd tudja minden 1épésével kiegyenliteni a két kupac darabszamaét.

Megjegyzés: Ugy is jatszhato, hogy kavicsok helyett egy racstéglalapot vesziink. Ennek jobb felsé mezéjén
all egy babu. Ezzel a babuval lehet balra és lefelé 1épni. Az nyer, aki a bal als6 sarokban lev$ mezére 1ép. (A
két jatékot Osszevetve: annyit 1ép egy jatékos a racstéglalapon, ahany kavicsot elvett volna egy kupacbol,
mégpedig az egyik kupac esetén lefelé, a masiknal balra.)

Ezt a jatékot is jatszhatjuk gy, hogy az veszit, aki az utolsé kavicsot veszi el.

1.2. V3. Egy racstéglalap jobb felsé mezGjén all egy babu. Ezzel a babuval lehet balra akirmennyit, vagy
lefelé akarmennyit, illetve balra és lefelé ugyanannyit (mint a sakkban a vezér) lépni. Az nyer, aki a bal
als6 sarokban levé mezdre 1ép.

Stratégia: Visszafelé okoskodunk. A bal alsé sarokba egyetlen lépésben az els§ oszlopbdl, vagy &atlosan
vagy az legalso sorbdl juthatunk, ezek a soron kovetkezd jatékos szempontjabol nézve nyers poziciok (+).
Vizsgaljuk meg, hogy melyek azok a mez8k, amelyekrél csak nyerd pozicioba lehet 1épni, ezek a vesztes
poziciok (—). Példaul egy 5 x 8-as racstéglalap esetén:

4]+ +

3| + +

2|+ |- |+

1+ |+ -

O = |+ |+ |+|+]+]|+]+

Ahonnan ezekre a vesztes pozicidkra tudok lépni, azok szintén nyers poziciok. A melyekrsl csak nyerd
poziciéba lehet lépni, azok vesztes poziciok. Igy haladva a racstéglalap minden mezéje (+) vagy (—)
besorolést kap. Ha a jobb fels6 mez& (+), akkor a kezddnek, ha (—), akkor a masodik jatékosnak van nyerd
stratégiaja.
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4|+ Fl+ |+ ]+ -
3|+ Fl+ |-+ |+
2|+ | - Fl+ |+ ]+ |+
1|+ |+ ]+ ]|+ ]+
0/ - L+ |+ ]+ |+ ]+

0 1 2 3 4 5 6 7

Megjegyzések: A jaték kavicsos valtozata: Adott két kupac kavics. 2 jatékos felvaltva vehet el az egyik
kupacbdl tetszéleges darabszamu kavicsot, vagy mindkett6bdl egyenls darabszamut. Az nyer, aki az utolso
kavicsot elveszi.

A racstéglalapos valtozatban a stratégiat konnyebb attekinteni, mint a kavicsosét.

Ha a mez6k koordinatait megvizsgaljuk, észrevehetjiik, hogy (a;b) és (b; a) azonos elGjeld. A vesztes mezsk
koziil az a < b alakaak (0;0), (1;2), (3;5), (4;7), (6;10), ..., ahol az els§ koordinata mindig az eddig még
nem szerepld legkisebb szém, a méasodik meg 1-gyel nagyobb.

I.2. V4. Harom kupacos NIM jaték A kavicsok harom kupacban vannak. Két jatékos felvaltva vehet el
tetszdleges darabszamu kavicsot abbdl a kupacbél, amelyikbdl akar. Az nyer, aki az utols6 kavicsot elveszi.

Stratégia: Atirjuk mindegyik kupac elemszaméat kettes szamrendszerbe. Az igy kapott szamokat helyiérték
szerint rendezve egymés ala frjuk és helyiértékenként (egy-egy oszlopban) megnézziik, hogy 6sszesen hany
darab egyes van.

Ugy érdemes elvenni, hogy minden helyiértéken paros sok egyes maradjon, ugyanis azok a veszté helyzetek,
amikor minden oszlopban paros sok egyes van. Ekkor a soron kévetkezs jatékos 1épésével elromlik ez a
helyzet: Egy kupacbdl elvesz legalabb egyet, igy a kupac elemeinek kettes szamrendszerben felirt szama
legaldbb egy helyen megvaltozik. Ahol megvaltozik ez a szam, azokon a helyiértékeken a harom kupac
egyesei szaméanak paritasa megvaltozik, tehat mar nem marad minden helyiértéken paros sok egyes.

Ha legalabb egy helyiértéken paratlan sok egyes van, akkor aki a kévetkezst 1épi, az tud tgy elvenni, hogy
minden helyiértéken paros sok egyes legyen.

Tehéat, ha a kiindulaskor minden helyiértéken paros sok egyes van, akkor a masodiknak van nyerd straté-
gidja, ha legaldbb egy helyiértéken paratlan sok egyes van, akkor a kezddének.

Megjegyzések: Tobb kupaccal is lehet jatszani.

A nyerd stratégia ugyanaz. Ha nem minden helyiértéken paros az egyesek szama, akkor van egy legna-
gyobb, pl. i-ik helyiérték, ahol paratlan. Ekkor legalabb az egyik kettes szamrendszerbeli szimban ezen a
helyiértéken egyes szerepel. Valasszunk ki az ilyen szamok koziil egyet, nevezziik ezt k-nak. Képezziik azt
a kettes szamrendszerbeli szdmot, amit Ggy kapunk, hogy a k jegyei koziil a ¢-ediket 0-ra valtoztatjuk, az
1-nél nagyobb helyiértékeken a szdmjegyeket meghagyjuk, az i-nél kisebbeken pedig akkor valtoztatjuk meg
a szamjegyet (1-r6l O-ra, vagy 0-rol 1-re), ha azon a helyiértéken Gsszesen paratlan sok egyes volt. Ezt a
szamot nevezziik m-nek. Nyilvanvalo, hogy ha a k szamot kicserélnénk az m-re, akkor minden helyiértéken
péaros sok egyes lenne. Az is nyilvanvald, hogy m < k. Ezek szerint viszont az adott kupacbol k —m darab
kavicsot el lehet venni, és ha ezt megtessziik, akkor az 4j kupac szamat (m-et) hozzéa véve a (valtozatlan)
tobbihez olyan szamokat kapunk, ahol méar minden helyiértéken paros sok egyes szerepel.

A szabalyt ugy is modisithatjuk, hogy az veszit, aki az utolsot hazza.

A jaték részletes elemzése olvashato pl. Lanczi Ivanné (1969) cikkében.
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1.3. Barkochba

Az osztaly egyik tanulojanal eldugunk egy targyat (pl. krétat). A feladat szabalyos (egyértelmten ,igen”-
nel vagy ,nem”mel megvalaszolhaté) barkochba-kérdésekkel kitalalni, hogy kinél van az eldugott targy.
Aki a legkevesebb kérdéssel vallalja a kitalalast, kimegy mig mi eldugjuk a targyat, aztdn behivjuk és
probalkozhat.

Stratégia: Akkor lehet a legkevesebb kérdéssel biztosan kitalalni, ha minden kérdéssel (kb.) felezziik a
fennmarado lehetGségek szamat.

Megjegyzések: Jatszhatjuk tgy, hogy a kitalaldé sorban haladva a t&bbi tanulon teszi fel kérdéseit, és ugy
is, hogy egy valaszol6 van.

Gyakran nem megfelel§ kérdések keriilnek els, pl. az, hogy ,sz6ke” gyereknél van-e a targy, nem min-
dig kénnyen eldonthets. Minden prébalkozésnal érdemes megbeszélni, hogy lehetett volna-e {ligyesebben
kérdezni. J6 kérdés-e példaul, hogy melyik padsorban van az eldugott targy, vagy, hogy lanynal van-e.

Barkochba jatszhato a logikai készlettel is. Példaul megmutatjuk az egész készletet, és kérjiik a partnert,
hogy gondoljon az egyik elemre. Fiatalabb gyerekekkel érdemes tugy jatszani, hogy ténylegesen elvessziik a
készletbdl azokat a darabokat, amelyek az egyes informéciok alapjan ,kiestek”.

Miel6tt végleg tisztaznank a stratégiat, érdemes a kdvetkezd valtozatok koziil az els6t lejatszani.

Valtozatok: I.3. V1. Gondoltam egy 1 és 30 kozti szamra (beleértve a hatarokat). Ezt a szamot kell
kitalalni szabalyos Barkochba-kérdésekkel. Az probalkozhat, aki a legkevesebb kérdéssel vallalja a kitalalést.

Stratégia: Ugyanaz, mint az elgbb.

Megjegyzések: Megjegyezhetjiik, hogy maximum 29 kérdésbél (egyenként rakérdezve a szamokra) biztos
kitalalhaté a gondolt szam.

Konnyen meggondolhatd, hogy ha az osztaly tanul6it sorszamokkal lattuk volna el, akkor a sorszamukat
kellett volna kitalalni, igy ez ugyanaz a jaték.

Felvethetjiik, hogy més létszdmok (szdmok) esetén mikor mi lett volna a legjobb kérdezési modszer.

A stratégia megbeszélését érdemes ,alulrol” kezdeni: ha két szdm koziil gondoltam egyre, akkor nyilvan
kellene 1 kérdés. Ha 3, vagy 4 koziil, akkor kell is és elég is 2 kérdés. Akkor maradhat a kérdésem utéan
maximum 4 fent a rostan, ha legfeljebb 8 szdmra gondolhattam stb.

A kovetkezd valtozattal ellendrizhetjiik, hogy ki az, aki tényleg megfejtette a stratégiat.

1.3. V2. Most nem rogzitettem el6re az egy 1 és 30 kozti gondolt szdmot, hanem tdgy vélaszolok, hogy a
kérdezd a lehetd legrosszabbul jarjon.

Megjegyzés: Nem feltétleniil kell elarulnom, hogy nincs elére elhatérozott szamom, de érdemes.

1.3. V3. Eldre leirt kérdések: Most egy 1 és 8 kozotti szamra gondolok. Az eredeti jatékban lattuk, hogy
ott 3 kérdésre van sziikség ahhoz, hogy biztosan kitalaljuk a gondolt szamot. Most az a feladat, hogy elére
meg kell adni a 3 kérdést, tehat egyik kérdés sem fiigghet az el6z6 kérdésre vagy kérdésekre adott valasztol.

Stratégia: Az els6 kérdéssel felezziik a lehetdségeket (pl. paros a gondolt szam?). A masodik kérdéssel
kérdezziink ra négy szamra ugy, hogy mindkeét félbsl 2-2 legyen benne (pl. kisebb 5-nél?). (Meggondolhato,
hogy ha a példankban szerepl6 mindkét kérdésre ,jigen” lenne a valasz, akkor mar csak a 2 és a 4 johetne
szoba; ha az elsére ,jigen”, a masodikra ,nem”, akkor a 6 és a 8; ha az els6re ,nem” és a méasodikra ,jigen”,
akkor az 1 és a 3; ha pedig mindkettére ,nem” a valasz, akkor az 5 és a 7 johetne szoba.) A harmadik
kérdéssel kérdezziink ra négy szamra gy, hogy az eddigiekbdl kialakitott négy par mindegyikébdl 1-1 szam
legyen benne (pl. az 1, 2, 5, 6 szamok kozott van?).

Megjegyzések: Sokféleképpen megoldhato a haromszori ,felezés”, a lényeg az, hogy a 8 szamot ugy osszuk
be harom (A, B, C) halmazba, hogy mindharomnak 4 eleme legyen, barmelyik kettének 2 kozos eleme
legyen, és 1-1 olyan elem legyen, mely mindhdromban benne van, illetve egyikben sincs benne. Példankban:



16 I. FEJEZET. JATEKOK

Ekkor a megfelel6 hdrom kérdés:

e Eleme a gondolt szam az A halmaznak?
e Eleme a B halmaznak?

e Eleme a C halmaznak?

Nem csak 1 és 8 kozotti szamra gondolhatunk. Ha 1 és n kozotti szdmra gondolhatunk, akkor megfeleld
kérdések lehetnek (amelyek éppen ezt a folyamatos felezést valositjak meg), a kovetkezd kérdések:

A gondolt szam kettes szamrendszerbeli alakjaban 1 az utols6 szamjegy?

e A gondolt szam kettes szamrendszerbeli alakjaban 1 az utolso el6tti szamjegy?

A gondolt szam kettes szamrendszerbeli alakjaban 1 a hatulrol harmadik szamjegy?

e sth.

Evvel éppen a biivésztriikkoknél szerepels kartyainkhoz jutunk.
1.3. V4. A valaszolo legfeljebb egyszer hazudhat.

Stratégia: Ha minden kérdést kétszer tesziink fel, akkor ahol ellentmondé valaszokat kapunk, ott egyik
esetben hazudott a valaszolé. Igy ugyanarra még egyszer rakérdezve kideriil az igazsag. Az eredetihez
képest kétszer annyi plusz egy kérdésnél kevesebbel is kitalalhatjuk a gondolt szdmot, ha elGszor az eredeti
kérdéseinket tessziik fel sorszamozva, majd az el6z6 kérdéseink sorszaméara kérdeziink ra, hogy melyikben
hazudott (mondott igazat). Igy pl. 1-8 gondolt szam esetén az eredeti 3 kérdés utan mar csak 3-bol kell
kitalalnunk, hogy melyikben hazudott. (Mivel lehet épp most hazudik, +1 ellenérz8 kérdésre még sziikség
lehet).

I.3. V5. Két targyat dugtunk el két kiilonb6z6 embernél (két kiilonb6z6 szamra gondoltam), mindkettd
helyét ki kell talalni.

Stratégia: Ha 1 és n kozotti szamokra gondoltam, akkor erre (g) lehet&ségem volt. Ennyi lehetGség koziil

8
kell kitalalni a két szamot. Ehhez pl. n = 8, igy (2> = 28 esetén 5 kérdésre van sziikség. Az, hogy ezt a

28 esetet hogyan ,rakjuk sorba”, sokféleképpen torténhet meg.

Ha nem kell a két szamnak kiilonboznie (ugyanannal a gyereknél is eldughatom mindkettst), akkor nyilvan
n? lehet6ség koziil kell kitalalni a gondoltat.
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I.4. Kozvetité jaték

Két pozitiv egész szamot kell egy pozitiv egész szammal ,kozvetiteni”. A tanulok parban elére megbeszélik
stratégidjukat. A megbeszélés utan az onként vallalkozé par egyik tagja kimegy. Az osztaly mond két
szamot a par bent maradt tagjanak, majd behivjak parjat. A bent maradt tag egy (pozitiv egész) szamot
mondhat, ebbdl kell parjanak kitalalnia a feladott két szamot.

Stratégia: Sokféle jo kozvetitési modszer lehet (és sok rossz). Egy jo lehet6ség pl. ha mindkét szam
szamjegyeit megduplazzuk, és elvilaszto jelnek egy olyan kétjegyi szamot valasztunk, melynek szamje-
gyei kiilonboz6ek. Ha példaul a kozvetitésre szant két szam 12 és 469, akkor ezek evvel a stratégiaval
visszaallithatoak az 112218446699 szambol.

Jo stratégia lehet pl. az is, hogy a két kozvetitésre szant szamot a kiildg atirja 9-es szamrendszerbe, és
elvalaszto jelnek a 9-es szdmjegyet hasznalja.

Megjegyzés: A rossz stratégidkrol nem mindig kénnyd eldonteni, hogy miért rosszak, néha igazi fejtors
feladat lehet olyan példat gyartani, ahol ezek alapjan nem egyértelmi a megfejtés.

Valtozatok: I.4. V1. Nem egy szamot, hanem 3,4, vagy akar elére meg nem hatarozott darabszamu
szamot kell kozvetiteni.

Stratégia: Az elgbbiekben leirt két stratégia most is jo (de lehet mas is).
Megjegyzések: Erdekes kérdések adodhatnak mas, elsbb felmeriilt jo stratégiakkal kapcsolatban is.

A feladatnak fontos halmazelméleti tanulsdga, hogy pozitiv egészekbdl allo véges sorozatok szamossiga
megegyezik a pozitiv egészekével.

I.4. V2. A felad6 nem hasznalhatja a 9-es szamjegyet.

Stratégia: Egy lehetséges megoldas, ha 8-as szamrendszerbe irjuk at a szdmokat és a 8-ast hasznéljuk
elvalaszto jelnek.

Megjegyzések: Ha a szamrendszerek iranyaba szeretnénk tovabb haladni, és felmeriilt a mas szamrendsze-
rekbe valo atiras gondolata, akkor ,letilthatjuk” egyre t6bb szamjegy hasznalatat.

Analog moédon eljuthatunk odaig, hogy ha csak harom szamjegyet (pl. 0,1,2) hasznalhatunk. Ilyenkor jo
stratégia pl. ha kettes szamrendszerbe irjuk at a szdmokat, és a 2-t hasznaljuk elvalaszto jeliil.

Erdekesebb kérdés, hogy mi van, ha csak két szamjegyet hasznalhatunk (pl. 0-t és 1-et). A”jegydupplazos”
modszer kettes szamrendszerbeli valtozata ilyenkor is miikodik. Azt is megtehetjiik, hogy annyi darab 1-est
irunk le, amennyi az els6 szam, aztan egy 0-t, aztan annyi 1-est, amennyi a masodik szam stb.

Ujabb (és nagy) ugrés, ha csak egy szamjegyet hasznalhatunk. Ilyenkor az egyetlen informécié, hogy
hényszor ismételjiik azt az egyetlen szamjegyet — és ennek megemlitése mér segitség szadmba megy. A
megoldasi lehet&ségeket semmiképp nem érdemes elarulni azoknak, akik nem jonnek ra maguktol. (Most
sem tessziik, de a feladat nem lehetetlen.)

I.5. Osztojaték

Két jatékos egy elére megadott szam pozitiv oszt6it mondja felvaltva. Sem magat a szamot, sem egy mar
elhangzott 0sztd osztojat nem szabad mondani. Az veszit, aki nem tud djabb oszt6t mondani.

Stratégia: Az aktualis jaték stratégiaja erdsen fiigg a kiindulési szamtol, sem ,univerzalis” stratégiarol
nem beszélhetiink, sem egyéb, minden kezdGszamot érinté javaslatokrol.

Példa: Ha a kezdé szam 12, akkor ennek széba jové osztoéi: 1, 2, 3, 4, 6.
Ha ,Els¢” 6-tal kezdene, akkor ,Masodik” mér csak 4-et mondhatna, de evvel nyerne.

Ha ,Els¢” 4-gyel kezdene, akkor a 3 és a 6 maradna, 6-tal megint ,Mésodik” nyerne.
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Ha 3-mal kezdene, akkor 2, 4, 6 koziil kellene valasztania ,Masodiknak”. Ha ,Masodik” ezutan a 2-t vilasztja,
akkor ,,Fls¢” akar a 4-et, akar a 6-ot mondja, a mésik megmarad ,,Méasodiknak”, igy a kezd6 megint veszit.

Ha ,Els¢” 2-vel kezd, akkor ,Masodik” a 3, 4, 6 koziil valaszthat. Ha a 3-at valasztja, ugyanaz a helyzet,
mint el6bb, igy megint , Masodik” nyer.

,Els6nek” tehat 1-gyel érdemes kezdenie, barmit 1ép erre a”Méasodik”, a fent leirt valamelyik vesztes hely-
zetben taldlja magat.

Megjegyzések: A jaték kisebb gyerekekkel az o0szt6-tobbszords viszony fogalménak elmélyitésére, gyakorla-
séra, a szisztematikus esetvizsgalatra szolgalhat példaként.

Nagyobbaknal érdekes lehet megmutatni, hogy a jaték kivalo példat szolgaltat tn. egzisztencia” bizonyi-
tasra (szemben a konstruktiv bizonyitéssal). Belathaté ugyanis, hogy fiiggetleniil a kezds szamtol, mindig
a kezdd jatékosnak van nyerd stratégiaja (még ha nem is tudjuk, hogy a gy6zelemhez hogy kell jatszania).

Ha ugyanis ,,Els6” barmivel kezd, az 1 kiesik a jatékbol Ha volna ,Masodiknak” nyerd stratégiaja, akkor ez
nem lehet az 1 mondasa, mert az mér nincs jatékban. Ha azonban ,Els¢” evvel a ,Masodiknak” feltételezett
nyer§ 1épéssel kezd, akkor 6vé a nyerd stratégia — legrosszabb esetben 1-gyel kell kezdenie.

Erdemes olyan szdmokat kerestetni a gyerekekkel, amelyekre atlathaté a stratégia (pl. primhatvanyok).

A jaték szamos valtozata és részletes ismertetése megtaldlhato Varga Taméas (1969) irasaban.

Valtozatok: 1.5. V1. Korongokat rakunk téglalap alakban elrendezve (vagy tekintiink egy racstéglala-
pot). A jatékosok felvaltva vehetnek el korongokat a kovetkezs szabaly szerint: Az Gsszeset nem szabad
elvenni. Ha valaki elvesz egy korongot, akkor a t&le balra és az elvettek alatt vagy balra levs 6sszes korongot
is el kell vennie. Az veszit, aki mar nem tud elvenni.

0 9000
0 90 00
0+ 0000
00000
00000
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Megjegyzések: Ha az osztojaték kiindulasi szama két primhatvany szorzata, akkor megfeleltethets egymés-
nak a két valtozat. Az n = p®-¢® a kiindulasi szam, akkor tekintsiik az (a+1)- (b+ 1)-es korongtablat vagy
racstéglalapot. A 3 x 5-6s korongtabla esetén képzeljiik a korongok helyére egy p? - ¢* alaki szam Osszes
osztojat a kovetkezs elrendezésben:

&) & ) )
ORORGCRGEC
ONORORONRG

A + jelti korong valasztasaval a pg® szamot és annak az Osszes osztojat vettiik el.

Harom primhatvany szorzata esetén képzeletben egy térbeli alakzatban, egy racs-téglatestben helyezhetjiik
el hasonl6 rendszer szerint az 0sszes 0sztot.

1.5. V2. Felirjuk egy lapra 1-t6l 25-ig (1-t8] n-ig) a szamokat. ,FEls6¢” valaszt egy szamot, azt megkapja,
,Masodik” megkapja ennek Gsszes osztojat. A valasztott szamot és osztoit toroljiik a szamsorbol. Ezek utan
,E1s6” ismét valaszt egy szamot a megmaradtak koziil, amit megkap, ,Masodik” megkapja ennek 0Osszes
még bent levd osztojat. Ismét toroljik az Gj szamot és osztoit. Ezt folytatjuk, amig mar ,Els6” nem tud
olyan szamot mondani, aminek még van bent osztdja. Ekkor ,Méasodik” megkapja az Gsszes megmaradt
szamot. Az nyer, akinél az 6sszegytijtott szamok Gsszege nagyobb.

Megjegyzések: Eszrevehetd, hogy most ,Masodik” szerepe teljesen passziv. Jatszhatjuk parokban a jaté-
kot tgy, hogy minden par eldonti, hogy melyikiik ,Els¢” és melyikiik ,Masodik”, aztan Osszegytjtjiik a
tanulsagokat (univerzalis stratégia most sincs).

Talan érdemesebb ,egyszemélyes” jatékként jatszatni, mindenki ,,Els6” jatékosként jatszik, elkonyveli sajat,
és kiilon a képzeletbeli passziv ellenfele pontszamait. Az nyer, aki a legnagyobb Gsszeget érte el | Els6ként”.
(Ennek modjat persze aztan be kell mutatnia.)

A jatékhoz roppant egyszert szamitogépes programot irni, ahol a gép a passziv fél. Egy ilyen program

(bekeért kezdd szammal is) elvégzi az allasok konyvelését, kikiiszoboli az dsszeadasi hibakat, konnytivé teszi
az ismétlést, akar otthon is jatszhato.
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I1. fejezet

Bivésztrukkok

Valamilyen matematikai tudéas, meggondolas birtokdban meglepd teljesitményre képes a ,biivész”. A triikk
leleplezése lehet egyéni, paros és csoportteljesitmény. A legnagyobb jutalom a gyors megfejtéknek, ha bi-
vészinasok lehetnek. A biivésztriikkok ,,megfejtésének” altalaban két fazisa van. Az els6, amikor a kozonség
rajon, hogy mit csinéal a biivész, és akar utdnozni is tudja. A mésodik, amikor azt is tudja, hogy miért
csinalja azt, amit csinal. A kovetkezd ,triikkokben” épp ez a masodik fazis rejti a matematikai tanulsagokat.
A megfejtés fazisai sokféle intenzitasnu részvételt tesznek lehetGveé.

Emlékezetesebb és hatékonyabb a jaték, ha egy-egy triikkot beillesztiink a matematikatanulas folyamatéba.

Mobdszertani feladat:

Gondolja meg, hogy mi az egyes triikkok matematikai tartalma. Igazitsa a feldolgozas modjat és a mun-
kaformét a matematikatanitas kiilonbozs fazisaihoz.

II1.1. Az 1001 biivos tulajdonsaga

Irj le egy haromjegyii szamot (abc). Ezutan ird le mogé még egyszer (abcabe). Az igy kapott hatjegyt szamot
oszd el 13-mal. Az eredményt oszd el 11-gyel. Az igy kapott eredményt oszd el 7-tel. Mit tapasztalsz?

Példa: A haromjegyt szamom 274. A hatjegyd 274274. Ezt 13-mal osztva a hanyados 21098. Tovabb
osztva 11-gyel a hanyados 1918. Majd 7-tel osztva 274-et kapunk.

Aki nem szamolta el, az minden osztas soran egész szam hanyadost kap, végiil pedig visszakapja az eredeti
haromjegyd szamot.

Megfejtés: Amikor egymas mogé irjuk a két egyforma haromjegyt szamot!, valojaban 1001-gyel szorozzuk
az eredetit:
abc(1000 + 1) = abc000 + abe = abcabe.

Marpedig 13- 11 -7 = 1001.

Megjegyzések: A triikk automatikus, mindig mikodik, igy kiilonos gondot kell forditanunk a magyarazat
el6csalogatéaséara (biztos vagy benne? stb.).

Mar énmagaban meglepd lehet, hogy minden osztas soran egész szamot kapunk, ami lehetéséget ad arra,
hogy ellenérzés nélkiil figyelmeztetni tudjuk azt, aki nem egész szamot kapott, hogy elszdmolta.

A T-tel, 11-gyel és 13-mal val6 osztas sorrendje mindegy.

!Ebben, valamint a késébbi hasonlé feladatokban az egymas mogé irt szamok, valamint a szamokat jelents bettk, illetve
algebrai kifejezések az Osszeolvasott szam szamjegyeit jelentik. Ezt alahuzassal jeloljiik.
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Ha éppen nem az irasbeli osztast akarjuk gyakoroltatni, hanem a szorzast, visszafelé is csinalhatjuk: szorozd
meg a haromjegyd szamodat (valamilyen sorrendben) 7-tel, 11-gyel, aztan 13-mal — és lass csodat: kétszer
egymas utan jelenik meg. Ekkor persze elveszitjiik azt a meglepetést, ami a folyamatos osztasok soran
keletkezik.

I1.2. A koOzépss sziamjegy 9

Gondolj egy haromjegyi szamra (abc). Készitsd el a forditottjat (cba). Vond ki a nagyobbdl a kisebbet.
Ha megmondod a kivonas eredményének utolsé szdmjegyét, én megmondom a teljes kiilonbséget.

Megfejtés: Minden olyan szamban, amelyek ugyanazokbol a jegyekbdl allnak, ugyanaz a szamjegyek
Osszege, igy megegyezik a 9-es maradékuk is. Emiatt, ha egy szambol kivonjuk a forditottjat, mindig 9-cel
oszthato szamot kapunk. Ha valaki palindrom (szimmetrikus, pl. 545) szamra gondolt, akkor persze 0-t kap,
igy ha a kiilonbség utolsé jegye 0, akkor a teljes eredmény 0. Egyébként pedig a nagyobb haromjegytibél
vonjuk ki a kisebbet, aminek utols6 szamjegye nagyobb, mint a kisebbitend6é. Ekkor a kiilonbség kozépss
jegye 9-es lesz és a masik két szamjegy Osszege 9.

Megjegyzések: A szabalyt megint konnyt felfedezni, az indoklasra tobb ut is kinalkozik. Ha valaki rajon
pl. hogy az eredmény a 99 tobbszordse: 100a + 100 + ¢ — (100¢ + 10b+ a) = 99(a — ¢) és kihasznalja, hogy
a 99 az 1-gyel kisebb, mint a 100, nyert {igye lehet.

A {6 felfedezni valo, és megtargyalando tanulsag, hogy a szamjegyek 6sszege nem csak a 9-cel vald osztha-
tosagrol arulkodik, hanem a 9-es maradékrol is.

I1.3. 1089

Gondolj egy haromjegyt szamra (abc). Készitsd el a forditottjat (cba). Vond ki a nagyobbol a kisebbet. A
kiilonbséghez add hozza annak a forditottjat. Mit kaptal?

Megfejtés: A tanulok tobbsége 1089-et kap eredményiil. Ez az el6z6 triikkk megfejtésén alapul, ahol az
eredmény 29(9 — x) = 100z + 90 + 9 — x volt, ehhez a forditottjat adva:

100z 4+ 90 + 9 — = + 100(9 — ) 4+ 90 + 100z = 1089.

Diszkusszid: Ha méar az els§ kivonas eredménye 0 volt, akkor a végeredmény is O lesz. Ha az eredeti
haromjegyd szam els§ és harmadik szdmjegyének kiilonbsége 1, akkor az elsé 1épésben kapott kiilonbség
99 lesz. Ennek forditottja is 99, igy az eredmény 198 lesz. (Ha persze a 99-et 099-nek tekintjiik, akkor a
forditottja 990, és igy a kivant Osszeget kapjuk).

Megjegyzések: Ha azt szeretnénk, hogy (hatasos legyen a triikk) mindenki 1089-et kapjon eredményiil,
nyilvan valamilyen forméban ki kell kétniink, hogy az eredeti haromjegyii szam elsd és utolso szamjegyének
kiilonbsége legalabb 2 legyen. Mondhatjuk pl. valamilyen forméban azt, hogy olyan haromjegyii szamra
gondoljanak, melynek jegyei szigortan monoton cstkkennek.

Ezt a triikkot nem érdemes kozvetleniil az el6z6 utan bemutatni, mert egyrészt egy kés6bbi ellenérzési
lehetdség lehet arra, hogy megértették-e az el6z6 triikk feloldésat, mésrészt nem érdemes leléni a poént.

I1.4. 9-es maradék

Gondolj egy tetszdleges pozitiv egész szamra. Készitsd el a forditottjat, és a nagyobbol vond ki a kisebbet.
Valassz egy kedvenc szdmot az 1, 2, 3, 4, 5 szadmok koziil. Ezt add hozza az el6z6 eredményhez. Ha
megmondod, mi az eredmény, én megmondom, mi volt a kedvenc szamod.

Megfejtés: A kedvenc szam az eredmény 9-es maradéka, hiszen akarhany jegyii szambol kivonva a fordi-
tottjat, 9-cel oszthatét kapunk.
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Megjegyzések: Vannak, akik arra jonnek ra, hogy a biivész Osszeadja az eredmény szamjegyeit, majd ezt
ismételi addig, amig egyjegytit nem kap.

Vannak, akik rdjonnek, hogy a 9-es maradékrol van szo, anélkiil, hogy tudnak, hogy ezt hogyan szamolja
ki a biivész. Ujabb lehet&ség, hogy megbeszéljiik, hogy a szidmjegyek Gsszege a 9-es maradékot is megadja
(és hogy miért).

Kedvenc szamot akar 1 és 9 kozott is lehetett volna valasztani, akkor kdnnyebb lett volna rajonni, hogy a
9-hez van koze a triikknek.

Kisebb csoportban a triikk dgy is bemutathaté, hogy maximum 9 tanulét sorszamokkal latunk el, és
a gondolt szam és a forditottjanak kiilonbségéhez a sorszamukat kérjiikk hozzaadni. Ha a végeredményt
cédulakra is felirjak, amiket aztan Osszegytjtetiink veliikk, a megkapott cédulakbol meg tudjuk mondani,
melyikek kit6l kaptuk.

I1.5. 11-es maradék

Gondolj egy négyjegyt szamra. Add hozza a forditottjat. Az eredményhez add hozza az 1 és 5 kozotti
kedvenc szamodat. Az eredménybdsl megmondom, mi a kedvenc szdmod.

Megfejtés: A kedvenc szam az eredmény 11-es maradéka lesz.
Megjegyzések: Azoknak, akik még nem hallottak a 11-es oszthatosagi szabalyrol, még arra is nehéz rajon-
nitik, hogy mit csinal a bitivész. Meggondolhatjak persze, hogy a négyjegyt szam

1000a + 1006 + 10c¢ + d,

a forditottja
1000d + 100c¢ + 10b + a,

a kett6 Osszege pedig
1001(a + d) + 110(b + ¢),

ami oszthatd 11-gyel.

Arra is rajohetnek, hogy a szdmjegyek valtott elGjelii Gsszegét szamolja ki a biivész, de zavarba jonnek,
amikor ez az Osszeg negativ. Megbeszélendd, hogy a 11-es maradékot a szamjegyek (hatulrél vett) valtott
elgjeld Osszege adja meg, és hogy mi a teendd, ha ez negativ (példaul -4, akkor a maradék 7).

Most is valaszthattunk volna akar 1 és 11 kozotti kedvenc szamot, és most is lehetett volna (maximum 11
tanuloval) sorszamozott helyekbdl a céduldkra irt eredmény alapjan a sorszamokat kitalalni.

Erdemes meggondolni, hogy mi lett volna a helyzet, ha nem pont négyjegyt szambol indultunk volna ki.
Péros sok szamjegy esetén hozzaadni, paratlan sok jegy esetén kivonni érdemes a forditottjat, hogy 11-gyel
oszthatot kapjunk.

I1.6. Paratlan szam négyzete

Gondolj egy tetszbleges (pozitiv egész) paratlan szamra. Emeld négyzetre! Az eredményhez add hozzé a
kedvenc (1 és 5 kozotti) szamodat. A végeredménybsl megmondom, mi volt a kedvenc szamod.

Megfejtés: Paratlan szamok négyzete 8-cal osztva 1-et ad maradékul:

2k +1)? =4k® + 4k +1=4k(k+1) + 1.

Mivelk és k + 1 koziil az egyik biztos paros, igy 4k(k + 1) biztos oszthato 8-cal. Igy a végeredmény 8-as
maradékanal eggyel kisebb szam a kedvenc.
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Megjegyzések: Azok, akik kis gondolt szamokkal kisérleteznek, arra gondolnak, hogy a biivész ismeri a
négyzetszamokat, és erre épit.

Masok az eredmény utols6 szamjegyébdl probaljak megfejteni a trilkkot.

Arra is ra szoktak jonni, hogy paratlan szam négyzete 4-gyel osztva 1-et ad maradékul — de ez még nem
teszi egyértelmiivé a megfejtést (f6leg, ha nem csak 1-5 kedvenc szamot engediink meg).

I1.7. 37-tel oszthatd hatjegyti szam

Gondolj egy haromjegyti szamra. En ezt pillanatok alatt kiegészitem egy masik (két- vagy) haromjegytivel
ugy, hogy az igy kapott (akar elé, akir mogé irt szammal kiegészitett) hatjegyd szam oszthato lesz 37-tel.

Példa: A gondolt szam 123. Mogé irom, hogy 432, igy a hatjegyt 123432 = 37 - 3336.

Megfejtés: A kapott hatjegyi szamban az 1. és a 4. jegy Osszege ugyanannyi, mint a 2. és az 5., illetve a
3. és és a 6. Osszege, jelolje ezt d. A kiegészitett szam abe(d — a)(d — b)(d — ¢) alakd, vagyis a szam

102(10° — 1)a + 10(10® — 1)b + (10> — 1)c + 111d.

Ennek az 6sszegnek minden tagja oszthato 111-gyel, igy 37-tel is.

Megjegyzések: Tobb példa lattan a magyarazat megtalalasa nélkiil is kileshetik, hogy mi a btivész taktikaja.
Emiatt érdemes mas kiegészitést is mutatni, pl. a fenti példaban 432 helyett 432 + 37 = 469 is szerepelhet.

Ha a gondolt szam elss jegye 9, akkor elé csak kétjegytt frhatunk, mogé meg 0-val kezd6dst (d csak 9
lehet).

I1.8. Hany 6rara gondoltal?

Gondolj egy széamot 1 és 12 kozott. Tobbszor egymas utan koppintunk egy (12-es osztasi) ora szamlapjanak
valamelyik szamara. Minden koppintasra szamolj eggyel tovabb. Amikor eléred a huszat, én éppen arra a
szamra fogok mutatni, amire gondoltal.

Megfejtés:

Az els6 hét koppintas tetszéleges lehet, hiszen nem gondolhatott 13-ra vagy nagyobbra. A 8. koppintéasnal
csak tgy kaphatott 20-at, ha 12-re gondolt, ezért 8. alkalommal a 12-re koppintok. A 9. koppintas (ha van),
a 11 o6rara mutat, a 10. a 10 o6rara, és igy tovabb.

I1.9. Mikor van a sziiletésnapod?

Hanyadik honapban sziilettél? A honap sorszamat szorozd meg kettével és az eredményhez adj hozza
négyet. Ezt az 6sszeget szorozd meg 25-tel, majd adj ehhez a szorzathoz 6t6t. Az eredményt kétszereséhez
add hozza, hogy hanyadikan sziilettél. Ha megmondod az eredményt, én kitaldlom, hogy mikor van a
sziiletésnapod.

Megfejtés:

Az eredménybdl 210-et levonva olyan szamot kapunk, amelynek utols6é két jegye megadja a napot, ezt
levagva a honapot kapjuk. (Ha x a honap, y a nap sorszama, akkor a kovetkez6 miveletsort végzik el a
gyerekek: [(2z +4) - 254 5] - 2+ y = 100z + y + 210.

Megjegyzések: Hasonld szamkitalalos triitkkék konnyen gyarthatok. Nehézségi szintjik és a matematikai
tartalom igazithat6 az aktualis célhoz.

A tanulok is készithetnek ilyet.
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I1.10. Ugyanannyi megforditott kartya

Leszamolok 20 lapot egy csomag francia kartyabol, majd képével folfelé belekeverem ezt a 20 lapot a
csomagba. Ezutan odaadom a csomagot egy nézének, aki megkeverheti, ha akarja, és megkérem, hogy a
megkevert csomag folsé 20 lapjat adja vissza gy, hogy ne lathassam, hogy mennyi megforditott kartya
van a 20 lap k6zo6tt. Ezutdn a hitam mogott megforditok néhany lapot tgy, hogy ugyanannyi lap legyen
megforditva az én csomagomban, mint a nala maradt kartyak kozott.

Megfejtés:

Mind a 20 kartyat megforditom. Ha x megforditott kartya maradt a nézénél, akkor 20-z megforditott
kartyat kaptam vissza. Mindet megforditva nalam is x megforditott kartya lesz.

Megjegyzések: A gondolatmenet analdég a pohar viz és pohar bor esetével.

II.11. Szamkartyak sorrendbe rakédasa

A csomag 1-t6] 10-ig szamozott szamkartyakbol all. Kitessziik az asztalra a csomag legfelss lapjat, majd a
kovetkezo lapot a csomag aljara rakjuk. A kitett kartya mellé helyezziik a maradék legfelsé lapjat, majd a
kovetkezot ismét a csomag aljara rakjuk. Igy folytatjuk, felvaltva egyet az asztalra, egyet a csomag aljara
téve, amig az Osszes kartya az asztalra nem keriil. Meglep6 médon éppen nagysag szerinti sorrendben
keriilnek az asztalra a kartyak.

Megfejtés:
A kartyak eredeti sorrendjét kell jol megvalasztani (feliilrdl lefelé): 1, 6, 2, 10, 3, 7, 4, 9, 5, 8.

Megjegyzések: A megfelels sorrend kitalalasa jo feladat, tobb modszerrel megkaphato. Az egyik kézenfekvd
lehet6ség példaul az, hogy a kész helyzetbdl kiindulva visszafelé kapja meg a tanulé a jo kiindulasi sorrendet.

A triikkot csak az tudja bemutatni, aki kitalalta a jo sorrendet.

Maés kartyaszammal (pl. francia kartya egy szinének 13 lapjaval) is végiggondolhato a triikk.

I1.12. Huszonegy kartya harom kupacban

Egy nézd valaszt egyet 21 kiilonbo6z6 kartyabol. A kartyakat egyesével harom kupac kozott sorban elosztom.
A néz6 megmondja, hogy a valasztott kartyaja melyik kupacba keriilt. A kupacokat egymaésra rakom ugy,
hogy a megjelolt kupac kozépre keriiljon. A Kartyakat ismét sorban elosztom egyesével harom kupacra. A
nézG ismét megmondja, hogy melyik kupacban van a kivalasztott kartya, majd ismét egyesitem a harom
kupacot agy, hogy a kozépsé legyen a megjelolt kupac. Ezt az eljarast még egyszer megismétlem. Szemiigyre
véve a lapokat megmondom, hogy melyik volt a valasztott kirtyaja.

Megfejtés:
A valasztott kartya az egyesitett kupac 11. lapja lesz az eljaras végén.

Az els§ egyesités utan tudjuk, hogy a 8., 9., ..., 14. hely jon szoéba. Ha meggondoljuk, hogy a tovabbi két
szétrakas és egyesités soran ez a hét lap hova keriilhet, kideriil, hogy a valasztott kartya végiil a csomag
kozépst lapja lesz.

11.13. Szamkartyak

Szamokat irtam 5 kartyara a kovetkez6 modon:

1. Kartya: 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 31
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2. kartya: 2, 3, 6, 7, 10, 11, 14, 15, 18, 19, 22, 23, 26, 27, 30, 31

3. Kartya: 4, 5, 6, 7, 12, 13, 14, 15, 20, 21, 22, 23, 28, 29, 30, 31

4. kartya: 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31
5. Kartya: 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31

Megkérek egy nézét, hogy gondoljon egy 1 és 31 kozotti szamra, majd adja a kezembe azokat a kartyakat,
melyeken szerepel a gondolt szam. Rapillantva a kezembe adott kartydkra azonnal megmondom, hogy
melyik szamra gondolt.

Megfejtés:

A gondolt szam a kezembe adott kartyak legkisebb szamainak Gsszege lesz. A triikkk a szamok kettes szam-
rendszerbeli alakjan milik. Aszerint keriiltek ugyanis a kiartyakra a szamok, hogy a kettes szamrendszerben
a megfelels helyiértékd jegyiik 1.

Megjegyzések: Tobb szamot is szerepeltethetiink tobb megfelelGen elkészitett kartyaval.
Konnyt kitalalni, hogy mit csinal a biivész, de a magyarazatot megadni nehezebb.

Nehezebb valtozatot készithetiink tigy, hogy nem nagysag szerint irjuk a kartydkra a szamokat.



I11. fejezet
Albizonyitasok és beugratok

A geometriaban szinte minden feladathoz abrat készitiink. Ez nagyban segitheti a feladat megoldasat. Az
abra azonban hibas kovetkeztetésekre is vezethet. A feladatok megoldésa kdzben olykor a gondolatmenetbe
is hiba csuszhat. Az is el¢fordulhat, hogy (tévedésbol) csak valamilyen speciélis alakzatra oldjuk meg az
adott feladatot, és altalanosan nem alkalmazhaté a gondolatmenet.

Mindezek hibas megoldasokra vezetnek, amelyek meglep&en gyakran fordulnak el a tanulok munkaiban
(s6t akar tankonyvekben is). A hibas abrak, téves vagy hianyos gondolatmenetek felismertetése, kisziirése
és javitasa fontos feladat a tanitdsban, még ha nem is mindig egyszert.

Sem beugratokbol, sem &lbizonyitasokbdl nem érdemes egyszerre tul sokat venni, mert a tisztazas, az
igényességre nevelés és nem az elbizonytalanitas a cél veliik.

Modszertani feladat:

Milyen ismeret alapjan gondolja hamisnak az allitast? Keresse meg,hogy hol van hiba a ,bizonyitasunk”
gondolatmenetében! Ha ellendrizni akarja a valaszat, nézze meg a mi megjegyzésiinket!

II1.1. Beugraték

a) Egy ember nézeget egy arcképet. Valaki megkérdezi téle: ,Kinek a képét nézed? ,Testvérem nincs” —
valaszolja az ember —, ,,de ennek az embernek az apja az apam fia.” Kinek a képét nézi?

b) Feleségiil veheti-e valaki az 6zvegye névérét?
¢) A nap nyugaton, vagy nyugoton kel?

d) Egy vonat elindul Bostonbol New Yorkba, egy méasik New Yorkbol Bostonba. A két vonat sebessége
egyforma. Melyik lesz kozelebb Bostonhoz, amikor talalkoznak?

e) Egy haz tetejének egyik fele 60, méasik fele 70 fokos szogben lejt. Tegyiik fel, hogy egy kakas épp a tetd
élére tojik egy tojast. Melyik oldalon fog legurulni?

f) Ha épp két orszag hataran zuhan le egy repiil6gép, melyik orszagban kell eltemetni a tulélsket?
g) Ez a fiam, de nem vagyok az apja.
h) Hany oraig elég az a 3 tabletta, amibdl féloranként kell bevenni egyet?

i) Harom vandor megkéri a portést, hogy fizessen be nekik egy harom agyas szobét. Mind a harman adtak
neki 10-10 peng6t. A portas a harminc pengdvel elment befizetni a szobat. De a szoba csak 25 pengébe
keriilt. A portas tehat visszakapott 5 peng6t, amibdl rovid gondolkodés utan zsebre tett kettét, gondolvan,

27
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hogy az 5 pengét tgysem tudna igazsagosan elosztani. Igy a vandoroknak csak egy-egy pengét adott vissza.
Ezek utan tehat mind a harman kilenc-kilenc pengét fizettek, azaz harman egyiitt 27-et, plusz 2 van a
portasnél, az Osszesen 29 pengs. Hova tiint a harmincadik pengs?

Megjegyzések: a) Sokan a képet nézs ember helyébe képzelik magukat, és a kovetkezdképpen okoskodnak:
,Mivel testvérem nincs, az apam fia csak én lehetek. Tehat a sajat képemet nézem.” Az illets lehet ugyan
az apja egyetlen fia, de nem a sajat képét nézi, hanem az apja annak a személynek, akinek a képét nézi.

b) Akinek 6zvegye van, az halott.
¢) A nap keleten kel.

d) Egyenls tavolsagra vannak.

e) A kakas nem tojik tojast.

f) A tualélsket nem kell eltemetni.
g) Az anyja vagyok.

h) 1 ora alatt elfogy.

i) Aki nem talalja a 30. peng6t, az hibasan kovetkeztet. Igaz, hogy a vandorok Gsszesen 27 pengét fizettek,
de a portasnal 1év6 kettd pengd ehhez nem hozzaadddik, hanem levonodik, hiszen a 27 peng6bdl 25 elment
a szobara, és 2 van a portasnal.

I11.2. a) Barmely n pont egy egyenesre illeszkedik.

Albizonyitas: Teljes indukciot alkalmazunk.
1. 1épés: 1 ponthoz, 2 ponthoz mindig talalhat6é egyenes, amelyre illeszkednek.

2. 1épés: Tegylik fel, hogy n-ig belattuk az allitast, azaz barmely n pont egy egyenesre illeszkedik. Felvesziink
n + 1 pontot (P, Py, ..., Pnt1), és belatjuk az allitast. Az indukcios feltevés alapjan az elsé n pont
egy egyenesre illeszkedik. Hagyjuk el most az elsG pontot, és vegyiik be az utolsot. Igy ismét n pont lesz,
amelyek ismét egy egyenesre illeszkednek. (Ez a k6z0s egyenes a masodiktol az n-edikig szamozott pontokat
is tartalmazza.) Ha most djra hozzévessziik az elhagyott pontot — amely mar eddig is ezen az egyenesen
volt —, tovabbra is egy egyenesre illeszkednek a pontok.

Ezzel a teljes indukcié szerint bebizonyitottuk az allitast.

b) A sik barmely n nem parhuzamos egyenese illeszkedik ugyanarra
a pontra.

Albizonyitas: Teljes indukeiot alkalmazunk.
1. 1épés: 1 és 2 egyenes esetén nyilvanval6 az allitas.

2. 1épés: tegyiik fel, hogy n egyenesre teljesiil az allitas. Vegyiink fel egy n+1-edik egyenest. Elgszor hagyjuk
el az utolsd egyenest: a teljes indukcids feltevés miatt a tobbi egyenes egyetlen k6z06s pontban metszi
egymaést. Akkor hagyjuk el az elsd, és vegyiik hozza az utols6 egyenest: szintén az indukcios feltevés miatt
ezek az egyenesek is egy kozos ponton mennek at. Mivel a masodiktol az n-edikig szamozott egyenesek is
ugyanezen a ponton mennek at, akkor ha visszatessziik az elhagyott egyenest (amely eddig is atment a
kozos ponton), akkor most mar mind az n+1 egyenes dtmegy ugyanazon a ponton.

Ezzel a teljes indukcid szerint bebizonyitottuk az allitast.

Megjegyzés: Mivel az allitds minden n-re vonatkozik, elegendd ellenpéldat mutatni. Egy haromszog 3 csicsa,
illetve 3 oldala alkalmas ellenpélda.



IIL3. BARMELY NEGY, A4, B, C, D PONT, AMELYEKRE AB EGYENESE ES CD EGYENESE NEM PARHUZAMOS, ILLES?

A teljes indukcidéban az 6rokldés bizonyitasa kézben ,csaltunk™ A koz0s egyenes a mésodiktol az n-edikig
szamozott pontokat is tartalmazza. Ha most Gjra hozzavessziik az elhagyott pontot — amely mar eddig is
ezen az egyenesen volt —, tovabbra is egy egyenesre illeszkednek a pontok. Helyesen: a P; pont a Py, Py,
..., P, egyenesen volt, most a Py, Ps, ..., P, ;1 egyenesrdl beszéliink, és azt mondjuk, hogy eddig is azon
volt. A két egyenes pontosan akkor esik egybe, ha van két kozos pontjuk, de ezt nem tudjuk biztositani,
hiszen ha n = 2 akkor ez nem feltétleniil igaz.

A b) esetben hasonlo okokra vezethetd vissza az ellentmondas.

IT1.3. Barmely négy, A, B, C, D pont, amelyekre AB egyenese és
CD egyenese nem parhuzamos, illeszkedik egy korre.

Albizonyitas: Legyen az e egyenes az AB szakasz felez6merGlegese, és legyen az f egyenes a C'D szakasz
felezd merdlegese. Legyen tovabba e és f metszéspontja O. O létezik, mert az AB egyenese és a C'D egyenese
nem parhuzamos, igy a szakaszfelez6ik sem azok. Mivel az O A tavolsag egyenld az O B téavolsaggal, tovabba
az OC tavolsag és az OD téavolsag is egyenld, a négy pont O-t6]l mért tavolsdga egyenls, igy azok egy korre
illeszkednek.

Megjegyzés: Ugyan AO = BO és CO = DO, de ettdl még lehet, hogy AO = BO # CO = DO, vagyis a
négy pont nem illeszkedik egy kdrre.

II1.4. A parhuzamossagi axiéma felhasznalasa nélkiil bizonyithato,
hogy a haromszog bels6 szogeinek 6sszege 180°.

Albizonyitas: Tegyiik fel, hogy a haromszog belss szogei Gsszege ©. Tekintsiink egy tetszéleges harom-
szoget. Bontsuk fel a legnagyobb (8) szogéhez tartozé magassagvonalaval két derékszogd haromszogre. E
két haromszog belss szogei a, 81, 90°, valamint Bs, v, 90°. Ezen haromszogek belss szogeinek dsszegébsl
kifejezhets a befoglaldé haromszog belsd szogeinek Gsszege:

a+B1+90°+ B2 +7+90° =20 =a+ 5 +v+180° = O + 180°.
Ebbél az kovetkezik, hogy © = 180°, és kozben nem hasznéltuk fel a parhuzamossagi axiomat.

Megjegyzés: A harom haromszog szogosszegének egymaés kozotti egyenldsége csak olyan rendszerben tehetd
fel, amelyben teljesiil a parhuzamossagi axioma.

I11.5. Minden haromszog egyenld szart.

1. Albizonyitas: Az abranak megfelelden felvesszitk az ABC haromszoget, és behtizzuk az A cstcsbol
indul6 szogfelezs egyenesét (f), valamint az A-val szemkozti a oldal K felez6pontjaban az oldal felezg
merdlegesét (k). A két egyenes metszéspontjat jelolje P.
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Merélegest bocsatunk P-bdl az AB és az AC oldalra is. Az AB-re esd talppontot jeldlje F, az AC-re
es6t pedig F. Az AFP és az AEP haromszogek megfelels szogei egyenlsk (derékszogiiek és az A-nal
levs hegyesszogiik egyenls), tehat hasonloak. Mivel P a szogfelezs pontja, ezért PE = PF. Vagyis a két
haromszognek egy megfelels oldalparja is egyenls, ezért a két haromszog egybevago. Igy az AE és AF
megfelels oldalak is egyenldk. Mivel P az a oldalfelezs merdlegesén is rajta van, szimmetria miatt a BPK
és az C PK haromszogek egymas k-ra vonatkozoé tiikorképei, tehéat egybevagok. Eszerint a BPE és a CPF
haromszogek egyrészt derékszogiiek, masrészt két-két oldaluk egyenls (PE = PF, BP = CP), tehat
egybevagok. Igy a harmadik oldaluk is egyenlé: EB = FC. Mivel igy AE + EB = EF + FC, ezért az A
csticsbol indulé két oldal egyenls hosszu, vagyis a haromszog egyenld szard.

Megjegyzés: Tobbszor is kihasznaltuk a (hibas) 4brat, ennek alapjan belsé pontnak tekintettiink olyan
pontokat, amelyekrsl nem lattuk be, hogy azok. (Lassuk be, hogy ha a haromszog nem egyenls szard,
akkor a P pont mindig a haromszogon kiviil van!)

2. Albizonyitas: Az abranak megfelelen felvessziik az ABC haromszoget, és behtizzuk az A csticsbol
indul6 szogfelezs egyenesét (f), valamint az A-val szemkozti a oldal K felez6pontjaban az oldal felez6me-
r6legesét (k). A két egyenes metszéspontjat jelolje P. Mar tudjuk, hogy a haromszogon kiviilre esik.

Merdlegest bocsatunk P-bdl az AB és az AC oldalra is. Az AB-re es6 talppontot jeldlje E, az AC-
re es6t pedig F', de most (mint az abran is lathato) az oldalak meghosszabbitasara esnek. Az AFP és
az AEP haromszogek megfelels szogei egyenlSk (derékszogtiek és az A-nal levs hegyesszogiik egyenls),
tehat hasonloak. Mivel P a szogfelez pontja, ezért PE = PF. Vagyis a két haromszognek egy megfelelé
oldalparja is egyenld, ezért a két haromszog egybevago. Igy az AE és AF megfelels oldalak is egyenldk.
Mivel P az a oldalfelez6 mer6legesén is rajta van, szimmetria miatt a BPK és az CPK haromszogek
egymas k-ra vonatkozo titkorképei, tehat egybevagok. Eszerint a BPE és a C' PF haromszogek egyrészt
derékszogiiek, masrészt két-két oldaluk egyenls (PE = PF, BP = CP), tehat egybevagok. Igy a harmadik



II1.6. EGY KULSO PONTBOL EGY EGYENESRE KET MEROLEGES BOCSAJTHATO. 31

oldaluk is egyenlé: EB = FC. Mivel igy AE—EB = EF — FC, ezért az A csticsbél indul6 két oldal egyenls
hossz, vagyis a haromszog egyenl$ szari.

Megjegyzés: Ismét kihasznaltuk a (masként hibas) abrat, ennek alapjan kiils6 pontnak tekintettiink olyan
pontokat, amelyekrsl nem lattuk be, hogy azok. (Lassuk be, hogy F és F koziil az egyik az oldalra, a méasik
az oldal meghosszabbitasara esik!)

Tovabbi megjegyzések a példahoz: még tobb albizonyitast is idézhetnénk, példaul a P pont oldalfelezs
pont stb.

Ehelyett inkabb ramutatunk, hogy miként érhetSk tetten a fenti albizonyitasok hibai. Egyfelsl tulsagosan
a hibas abrara hagyatkoztunk, pedig

a) Ha a haromszog nem egyenls szara, f és k két metsz6 egyenes, amelyek P metszéspontja a BC hiurhoz
tartoz6 (A-t nem tartalmazo) iv felezSpontja, tehat a haromszogon kiviilre esik. Ez azért igaz, mert az
| szogfelezd felezi az ABC haromszog koré irt korének BC' oldaldhoz tartozo (A-t nem tartalmazo) ivét
(fele akkora szoghoz fele akkora iv tartozik), a k egyenes pedig a BC hur felez6merdlegese ugyanebben a
korben, vagyis felezi a hturhoz tartozé iveket, igy az A-t nem tartalmazo iv felez6pontjan is atmegy.

b) A P-b6l az AB és AC oldalakra bocsajtott merdlegesek talppontja az A-bol induld hosszabbik oldalon
beliilre, a révidebbiken kiviilre esik, mert a szogfelezére szimmetrikusan helyezkednek el.

¢) Fontos felhivni a tanulok figyelmét arra is, hogy hibas kovetkeztetés is szerepel az albizonyitasokban:
Feltételeztiik, hogy ha két derékszogi haromszoghen az atfogok és egy-egy befogd egyenls, akkor a két
haromszoget tiikrozés viszi egymésba. Esetiinkben azonban ez éppen nem igaz, mert a PEB és a PFC
haromszogek koriiljarasa megegyezik.

I11.6. Egy kiils6 pontbél egy egyenesre két merdleges bocsajthato.

Albizonyitas: Felvesziink két metsz6 kort (k1, ko), az egyik metszéspontjuk legyen Q. Meghtizzuk k;-ben
és ko-ben a Q-t tartalmazo atmérét: QS és QT. Osszekotjilk az S és T pontokat és ennek az egyenesnek a
korokkel vett (méasik) metszéspontjait jelolje U és V (U a ko, V a ki pontja). Az atmérdkre rajzolt szogek
derékszogek, ezért QU és QV is merdleges ST-re.

Megjegyzés: Fz csak tgy lehetséges, ha U és V egybeesik. S6t U is és V is a két kor mésik kozos metszés-
pontja (R). Eppen ezt szokis gy bizonyitani, hogy egy kiilsé pontbdl egy egyenesre csak egy merdleges
bocsajthato, vagyis nem keletkezhet két metszéspont.
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IT1.7. A derékszo6g nagyobb onmaganal.

Albizonyitas: Felvesziink egy ABCD téglalapot, és a BC oldalt elforgatjuk B koriil a téglalapon kiviilre
(C képe legyen C'). Legyen az AB oldal felez6pontja Fy, a DC’ felez6pontja Fy. Megrajzoljuk az ADB,
valamint a DC’ szakaszok felezémerdlegesét.

D &

ol

= i

Az egyenesek (létezd) metszéspontjat jelolje P. Mivel P az AB szakasz felez6mer6legesén van, ezért AP =
BP. Hasonléan PD = PC’, mert P a DC’ felez6meré&legesén van. Ugyanakkor AD = BC’, mert igy vettiik
fel C'-t. Eszerint az APD és a C'BP haromszdgekben a megfelel6 oldalak egyenldk, a két haromszog
egybevago. Igy a PAD és a PBD szogek egyenlsk, ezekbdl kivonva az ugyancsak egyenlé PAB, illetve
PBA szdgeket, az kapjuk, hogy a BAD szdg (amely derékszog) egyenls az ABC' szdggel, amely azonban
(' szarmaztatasa miatt nagyobb derékszognél.

Megjegyzés: A PAD és a PBC' haromszog tényleg egybevigd, de nem az abra szerint helyezkedik el,
hanem 1gy, hogy a PC’ nem metsz bele a téglalapba. (A két satirozott haromszdg az j dbran.)

[

IT11.8. Két szakasz Osszhossza 0

Felvesziink egy ABCD trapézt, felmérjik az AB = q hosszt a C'D oldalra, a CD = q hosszt az AB oldalra
(az abra szerint). Megmutatjuk, hogy p 4+ ¢ = 0.
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D p C g F

Albizonyitas: Behuzzuk a trapéz atloit és az EF szakaszt.

A keletkez6 szakaszokra teljesiilnek az alabbi 6sszefiiggések:

P t T
q r+s s+t

Itt felhasznaljuk, hogy haa:b=c:d=e: f=k,akkora:b=(c—e): (d— f), mert ¢c = kd, e = kf és
c—e=k(d— f), tehat (c—e): (d— f) = k.

Ebbdél
D t—r t—r
- = = :—17
g rT+s—(s+t) r—t
vagyis p = —q, tehat p+ ¢ = 0.
Megjegyzés: A parh 16k tétele alapjan felithato, hogy —— — L — 745 B
eqjeqyz€s: arhuzamos szel6k tétele alapjan felirhat6, ho = = egyszer a
g1€eqy p PJ , gy DE p+g DE gy ,

egyszer az F' pontbol nézziik). Ebbdl kovetkezik, hogy ¢ = r. Emiatt r 4+ s = s + ¢, vagyis egy ,,0/0” alaku
torttel tettiik egyenl6vé a P tortet.
q

II1.9. A p paraméter mely értékeire van egyetlen megoldasa a /pxr =
1+ z egyenletnek?

(Pataki Jdnos kézolte a Kozépiskolai Matematikai Lapokban)

,»VMeggondolas™ Ha az egyenlet mindkét oldalat négyzetre emeljiik és egy oldalra rendezziik az egyenletet,
akkor az 2° 4 (2 — p)x + 1 = 0 egyenletet kell megoldanunk. A megoldoképlet alapjan

p—2:t\/p2—4p+4—4:p—2:|:\/p2—4p
2 2 '

T1,2 =

Ez akkor egyértelmtien meghatéarozott, ha p® = 4p, vagyis p = 0 és akkor = —1 vagy p =4 és z = 1. Ha
ezeket visszahelyettesitjiik az eredeti egyenletbe, akkor lathatjuk, hogy valoban megoldasai a feladatnak.

Megjegyzések: Ha grafikusan oldjuk meg négyzetre emelés utan az egyenletet, akkor az y = (x+ 1)2 parabola
és az y = pr egyenes metszéspontjait keressiik. Ez az egyenes mindig dtmegy az origon, 2 helyzetben érinti
(p = 0 és p = 4) a parabolat, ezeket kaptuk meg a kovetkezményegyenletbsl a diszkriminans nullava
tételével.

A 0 < p < 4 paraméterértékekre az egyenesnek nincs k6z6s pontja a parabolaval, igy az eredeti egyenletnek
sincs gyOke. Ha az egyenes meredeksége 4-nél nagyobb, akkor 2 olyan pontban metszi a parabolat, amelyek
abszcisszai az eredeti egyenletnek is gyokei. Negativ meredekségnél is két metszéspont van, de az egyik
metszéspont abszcisszaja nem tartozik az eredeti egyenlet alaphalmazahoz. A négyzetre emeléssel hamis
gyokot hoztunk be (az dbran a szaggatott ivet és a szaggatott félegyenes metszéspontjanak x koordinataja).
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—3+5

A meggondolas” iranti kétely felébresztéséhez kiprobaljuk a p = —1 paramétert és az z = 5

értéket:
/3— 51 —1+\f 1+\f \/ 6-2V5 \/3—f

(Itt az egyenldségjelek utan csupa pozitiv értékek szerepelnek.) Vagyis olyan p és x értékeket talaltunk,
amelyekre teljesiil az eredeti egyenlet, de a ,meggondoldsunkbél” nem jott ki. Vajon mi az oka annak,
hogy ezt a megoldast nem kaptuk meg? A négyzetre emelés miatt nem veszthettiink gy6kot, hiszen olyan
kovetkezményegyenletet kapunk, amelynek megoldédshalmaza tartalmazza a kiindul6é egyenlet megoldés-
halmazat. Itt azonban nyilvanvaléan megoldast vesztettiink, mégpedig nem az eredeti egyenlet gyokeit
vesztettik el, hanem a feladat megoldasai (olyan p, amelyhez egyértelmi x tartozik) koziil vesztettiink
értékeket azéltal, hogy a négyzetre emelés hamis x gyokoket hozott be.

Vizsgaljuk meg, hogy mely esetekben kaptunk tgy hamis gyckot, hogy ezéaltal megoldast vesztettiink el.

A 2%+ (2—p)x+1 = 0 kévetkezményegyenlet esetében elintéztiik azokat az eseteket, amikor a diszkriminans
0, erre kaptuk megoldésként a p = 0 és a p = 4 értékeket, amelyekhez a kdvetkezményegyenletnek egy-egy
egyértelmi megoldéasa tartozik és megoldasa az eredeti egyenletnek is.

Ha p és p — 4 kiilonb6z6 elgjeliiek (0 < p < 4), akkor a diszkriminans negativ, nincs a kovetkezményegyen-
letnek gyoke és az eredetinek sem lehetett.

A p <0, vagy p > 4 esetekben a kovetkezményegyenletnek 2 valos gydke van.

Ha p > 4, akkor két gyoke van az eredeti egyenletnek is (1 és xo is pozitiv), tehat ezek a p értékek nem
tartoznak a megoldashalmazhoz.

Ha p < 0, akkor az eredeti egyenlet gyokeit is a negativ szdmok korében kell keresniink.

A gyokok és egylitthatok kozti Osszefliggésbdl latszik, hogy a gydkok dsszege p — 2, az egyenlet gyokparjai
pedig egymas reciprokai, igy elGjeliik megegyezik, hiszen 1 a szorzatuk. Ha p negativ, akkor mindkét gyok
negativ, hiszen az ésszegiik (p — 2) negativ. Igy a két gyok koziil az egyik a (—1;0), a masik a (—oo; —1)
intervallumba esik.

A két kapott gyok koziil azonban csak az egyik elégiti ki az eredeti egyenletet, hiszen a jobb oldalon
szerepl kifejezés sem lehet negativ, x sem lehet —1-nél kisebb. Itt jott be a négyzetre emeléssel hamis
gyok. A negativ p értékekre kapott két gyok koziil tehat pontosan az egyik hamis, vagyis minden negativ
p-re teljesiil, hogy az eredeti egyenletnek pontosan egy gyoke van.

Megoldas: Az x — \/px + 1 = 0 egyenletet p elGjele szerint vizsgaljuk:
x = 0 soha nem megoldas.

a) p=0: x = —1, egyetlen megoldas van.
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b) p > 0: ekkor z > 0. Az eredeti egyenlettel ekvivalens z—./pv/z+1 = 0 tekinthets egy v/z-ben masodfoku
+p—4

egyenletnek. Gyokei: \/ﬁfp, ez pedig csak p = 4 esetén ad egyetlen gyokot, amikor x = 1.

¢) p < 0: ekkor = < 0. Az egyenlet ekkor: © — /—p - v—x + 1 = 0. Mivel v/—z-ben mésodfoki egyenletet

szeretnénk felirni, és / = —x, igy az eredeti egyenlet ekkor: f\/fo —v—-pvV—x + 1 = 0. Gyokei:

vV-pt+-p+4

pfp-ﬁ-. A diszkriminans minden negativ p-re pozitiv, am a két gyok koziil csak az egyik pozitiv
vV-p++-p+4

(vV—z > 0), mert —p < —p + 4. Vagyis negativ p-re csak az %

egyetlen.

megfelels gyok, és ez az
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IV. fejezet

Fejtorék

A fejtors olyan (nem feltétleniil matematikai értelemben vett) feladat, amely nem igényel magas szintd
matematikai ismeretet, de a megoldasahoz olyan gondolatmenet, megoldasmenet sziikséges, amely hosszabb
kisérletezést, szisztematikus stratégiat vagy a probléma mélyebb atlatasat igényli.

IV.1. A negyedik vizi jarmi

Valahol az Atlanti-6ceanban négy vizi jarmi halad azonos sebességgel, ugyanabban az irdnyban, egyméastol
péaronként 2 km-es tavolsagra. Az egyik vitorlas, a masik halaszhajo, a harmadik pedig gézhajo. Vajon mi
a negyedik jarmd?

Megoldas: A negyedik jarmi tengeralattjaro.

Megjegyzés: Els6 hallasra mulatsagosnak tiinik a kérdés, azt hissziik, hogy semmi informéciénk sincs a
negyedik jarmirsl. Egy fontos tény mégis van, a négy vizi jarmi egymastol paronként 2 km-es tavolsagra
talalhato. Azt pedig tudjuk, hogy ez az elrendezés csak ugy lehetséges, ha egy képzeletbeli szabalyos
tetraéder négy csticsaban vannak a jarmtvek. Harom az 6cean felszinén van, igy csak a negyedik csak a
viz felszine alatt lehet, azaz a negyedik tengeralattjard. (A levegdben is lehetne a negyedik jarmd, példaul
léghajo, de a kikotés szerint csak vizi jarmi johet szoba, ami ritkan tartozkodik a levegében. Ha a feladatot
nem vizi jarmiivekkel, hanem hajokkal fogalmazzuk meg, ez is lehetséges megoldas lenne.)
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IV.2. Két egyenl6 hosszi zsinér

Két ugyanolyan hosszi és anyagt gyajtozsinér darabunk van. Ha meggyidjtjuk, mindkett6 1 percig ég
(nem feltétleniil egyenletesen). Hogyan lehet e két zsinor segitségével (més segédeszkoz nem hasznalhato)
pontosan 15 masodpercet kimérni?

Megoldas: Az egyiket mindkét végén, a masikat egyik végén meggyujtjuk. A mindkét végén meggyujtott
30 masodperc alatt teljesen elég, a masiknak megmarad egy darabja, amely még 30 masodpercig égne.
Ennek a masik végét is meggyijtjuk, innentdl szdmitva épp 15 mésodperc alatt ég el teljesen.

IV.3. Két gyerek és a katonak

Egy folyo partjan két gyerek jatszik. Van egy csonakjuk. Odaérkezik 12 katona, akik szeretnének atkelni a
folyon. A csénak vagy 1 katonat, vagy két gyereket bir el. At tudnak-e kelni mindannyian a foly6n?

Megoldas: Két gyermek atmegy a talpartra, az egyik visszajon a csénakkal. 1 katona atmegy, a tilparton
maradt gyerek visszajon a csonakkal. Igy egyenként atjuttatjak a katonédkat és végiil maguk is dtmennek.

Megjegyzések: A meggondolas nehézségét az jelenti, hogy latszolag felesleges dolgot teszilink, visszavissziik,
amit mar elvittiink. Kisebb gyerekekkel érdemes rajzon vagy korongokkal szemléltetni a helyzeteket.

Az algoritmusok tanulasianak fontos fazisa, hogy észreveszik a kiindulo és a kozbiils6 helyzetek kozotti
kapcsolatot: Ha az innens6 parton 1 csénak, 2 gyerek és 11 katona van, akkor ugyanaz a tennivald, mint
12 katonanal volt.

A katonédk szama tetszéleges lehet.

IV.4. A gyerekek és az alagut

Egy alagut bejaratanal tanakodik 4 gyerek. Az alaguton csak elemlampa fénye mellett tudnak athaladni.
Olyan keskeny helyen kell menni, hogy legfeljebb két gyerek mehet egyszerre. A leggyorsabb gyereknek 1
perc, a masodiknak 2 perc, a harmadiknak 4 perc, a leglassibbnak pedig 5 perc kell az atéréshez. Egy
elemlampajuk van, ami mindossze 12 percig tud vilagitani. At tudnak-e menni mindannyian az alagtton?

Megoldas: At tudnak menni. Az 1 és 2 perc alatt 4téré két gyerek atmegy egyiitt (2 perc), az 1 perces
visszahozza a lampéat (eltelt 3 perc), a 4 és 4 perc alatt atérs két gyerek atmegy egytitt (eltelt 8 perc), a 2
perces visszahozza a lampat (eltelt 10 perc) és atmennek egyiitt az 1 percessel (12 perc).

Megjegyzések: Természetes probalkozas, hogy a leggyorsabb vigye at a tobbit, ehhez azonban 2 + 1+ 4 +
1+ 5 = 13 perc kellene. Kisebb gyerekeket elkedvetlenithet, hogy ligyesen végiggondoltak és nem sikertilt
atjutni. Szamukra érdemes nyitva hagyni, hogy mennyi ideig miikodik a lampa, de az 6 feladatuk is az
legyen, hogy probaljanak minél révidebb id§ alatt atérni.

IV.5. A farkas, a kecske és a kaposzta

At akarunk vinni a folyon egy kecskét, egy farkast és egy kaposztéat, de a ladikban a harombol egyszerre
egyet tudunk vinni. A farkast nem hagyhatjuk magara a kecskével a parton, mert megeszi. Viszont hason-
loan a kecskét sem hagyhatjuk magéara a kaposztaval. (Amig ott vagyok veliik, sem a farkas nem eszi meg
a kecskét, sem a kecske a kaposztat.) Mit lehet tenni?

Megoldas: Elgszor atvissziik a kecskét. Utana visszamegyiink, és atvissziik a farkast, és visszahozzuk a
kecskét. Majd atvissziik a kaposztat, végil visszamegyiink a kecskéért.

Megjegyzés: Fontos észrevétel, hogy barmely szerepl6t ott lehet hagyni egyediil, valamint az is, hogy a
farkas nem bantja a kaposztat.
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IV.6. Harom ladika hamis felirattal

Harom ladika egyikében két arany, mésikdban két eziist, a harmadikban egy arany és egy eziist érme van.
A ladikakra feliratok is keriiltek: ,Ebben a ladaban két arany érme van.”, ,Ebben a laddban két eziist érme
van.”, .Ebben a lddaban egy arany és egy eziist érme van.”, de egyik ladikara sem a tartalménak megfelelé
felirat keriilt. Egy ladikat kinyithatunk, és csukott szemmel kivehetjiik bel6le az egyik érmét, amit aztan
megnézhetiink. Meg tudjuk-e allapitani ily modon, hogy melyik laddban mi van?

Megoldas: Vegyiink ki az ,Ebben a ladaban egy arany és egy eziist érme van.” feliratt ladabol egy érmét.
Ha ez arany, akkor tudjuk, hogy mivel hamis a felirat, a ladaban a masik érme is arany. Ekkor az ,,Ebben
a ladaban két arany érme van.’feliratti ladaban nem lehet egy arany és egy eziist érme, mert ekkor a
harmadik lada felirata igaz lenne, tehat ebben két eziist érmének kell lennie, a harmadik ladaban pedig egy
aranynak és egy eziistnek. Hasonléan gondolhaté végig, hogy ha a ,yvegyes” feliratu ladikabol eziist érmét
huztunk ki, akkor ott két eziistnek kell lennie, a ,két eziist” feliratiban nem lehetnek vegyesen, mert ekkor
»két arany” igaz lenne. stb.

IV.7. Kép a ladikdban

Harom ladika egyikében elrejtettek egy képet. A ladak feliratai rendre: ,A kép ebben a ladikdban van.”,
,A kép nem ebben a ladikdban van.”, ;A kép nem az els6 ladikdban van.”. Tudhat6, hogy a harom felirat
kozil legfeljebb egy igaz. Melyikben van a kép?

Megoldas: A kép a méasodik ladikdban van.

Megjegyzés: A feladat megtalalhatdo Smullyan (1996) konyvében kicsit mas szoveggel (els6, masodik, har-
madik 1ada helyett aranybol, eziistbdl és 6lombol késziilt 1adikaval).

IV.8. A legbolcsebb bolcs

Harom bdélcs versenyez a ,legbdlcsebb boles” cimért. Mindhédrmuk fejére raknak vagy egy fehér, vagy egy
fekete sapkat egy elére megmutatott, 2 fehér és 3 fekete sapkabdl allo készletbdl. Egymas sapkait latjak,
sajatjukat nem, és nem beszélnek egymaéssal. Az nyer, aki elsének kitalalja, milyen szinii sapka van rajta.
Ro6vid hallgatas utan az egyik bolcs megszolal: ,Rajtam fekete sapka van”. Honnan tudhatta?

Megoldas: Ha az egyik bolcs helyére képzelve magam két fehér sapkat latok, rogton tudom, hogy rajtam
fekete van. Ha egy fehér és egy fekete sapkat latnék, akkor ha rajtam fehér volna, akkor lenne olyan, aki
két fehéret lat, és az rogton szolna.

Ha két fekete sapkat latnék és rajtam fehér volna, akkor lenne olyan, aki egy fehéret és egy feketét 1at, és
az elébbi gondolatmenettel hamar kitalalné, hogy rajta csak fekete lehet. Ha tehat révid idén beliil senki
sem szolalt meg, akkor rajtam fekete sapka van.

Megjegyzés: A kitalalon mindenképp fekete sapka van. A verseny ugy igazsagos, ha mindenkire egyforma
sapkat (fekete) adnak. Ezt akar a feladat szovegében is elarulhatjuk. A lehet8ségek végiggondolasa ekkor
a ,mindenki két feketét lat” esettel kezdddik, de a megoldashoz ekkor is végig kell gondolnunk, az Gsszes
,mi lenne, ha ...” esetet.

IV.9. Szaz fogoly

Szaz fogolynak megigérik, hogy attol fiiggden, hogy mennyire okosak, valahdnyan megmenekiilhetnek kozii-
liikk. A koriilmények tisztazasa és némi gondolkodési id6 — melynek soran Osszebeszélhetnek — utan felallitjak
egy sorban egymas hata mogé 6ket gy, hogy mindenki lathatja a sorban eltte allokat, és hallhatja a mo-
gotte allokat. Mindenkire — véletlenszertien — feladnak egy fekete vagy egy fehér sapkat. Hatulrél kezdve
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egyesével nyilatkozhatnak, hogy mit gondolnak arrél, hogy rajtuk milyen szind sapka van. Aki eltalalja
sapkaja szinét, kiszabadul, aki nem talalja el, fogsagban marad. Milyen el6re egyeztetett stratégia esetén
sikeriil a legtobb fogolynak kiszabadulnia?

Megoldas: Akar 99 fogoly is kiszabadulhat. Erdemes elére megallapodniuk abban, hogy a leghétso akkor
mond ,feketét”, ha maga el6tt paratlan sok fekete sapkat lat, egyébként ,fehéret” mond.

Ha példaul ,feketét” mond az utolsd, akkor az elStte allo tudni fogja, hogy rajta milyen szind sapka van.
Ha 6 is paratlan sok feketét lat, akkor rajta fehér sapka van. Ha viszont maga el6tt paros sok feketét lat,
tudhatja, hogy rajta fekete van.

Hasonloképp gondolja végig, hogy milyen sapka van rajta, ha azt hallja, hogy ,fehér”.

Akar fekete, akar fehér van rajta és azt is mondja, amilyen rajta van, akkor az & el6tte allo az eddig
elhangzott valaszokat Osszevetve az altala latott fekete sapkak szaménak paritasaval, el tudja donteni,
hogy rajta milyen szinii sapka van, és igy tovabb.

Megjegyzés: 100 fogoly kiszabaditésara nincs jo stratégia, az els6 megszolalonak semmiféle tAmpontja nincs.
Mas, kevesebb fogoly kiszabaditésat célzo stratégidkat is érdemes értékelntink.

IV.10. A tétova szultan

Egy szultdn borténében 100 cellaban egyesével bezarva 100 rab sinylédik. A cellak ajtajat egy olyan kules
nyitja és zarja, mely egy irdnyban korbe forog, egy forditas zar, még egy forditas nyit stb. Kezdetben
minden cella zarva van. A szultan sziiletésnapja alkalmabol kegyelmet kivan gyakorolni, igy éjszaka elkiild
egy bortondrt, hogy forditson minden zarka kulcsén egyet. A rabok alszanak, nem vesznek tudomast a
fejleményekrsl. A szultan azonban meggondolja magat — tul sok lenne a jobol, ha minden rab kiszabadulna
—, igy egy mésodik porkolabot is elkiild, avval az utasitéssal, hogy minden mésodik zarka kulcsén forditson
egyet. Tétova szultdn lévén, ezek utan sem elégedett az eredménnyel, igy egy harmadik ért megbiz azzal,
hogy minden harmadik zarka kulcsan forditson egyet, majd egy negyediket, hogy minden negyediken, és
igy tovabb, egy szazadikat azzal, hogy a szézadikon forditson.

Reggel valahany rab arra ébred, hogy az ajtaja nincs bezarva, kiszabadult.
Hany rab szabadult ki (és melyek ezek)?

Megoldas: Konnyen meggondolhatd, hogy a k-adik cella zarjanak kulcsan azok az 6rok forditottak, akik-
nek a sorszama osztoja k-nak. igy annyian, ahany osztéja van k-nak. Az, hogy kinyilik-e az ajto, attol
fligg, hogy paros vagy paratlan sokszor forditottak-e a zarjan. Mivel eredetileg zarva volt, paratlan sok
forditas utan nyilik. A kérdés tehat az, hogy mely szamoknak van paratlan sok osztoja. Tobbféleképpen is
belathato, hogy a négyzetszamoknak, igy az 1., 4., 9., ....100. rab fog kiszabadulni.

Megjegyzések: Ne becsiiljiik le a probalgatasok eredményeit. Természetes baratkozas a feladattal, ha valaki
egyesével meggondolja, hogy az els6 kiszabadul, a masodik nem, a harmadik sem, a negyedik igen stb.
Folytatva a kisérletezést egyrészt kialakulhat az a sejtés, hogy a négyzetszdmok szabadulnak ki (amit
persze bizonyitani kell), masrészt, sokaig probalgatva az egyes szamok osztoinak szambavételét, sok hasznos
tapasztalatra tehetnek szert a tanulok.

Annak indokléasa, hogy a négyzetszamok szabadulnak ki, tobbféle szinten torténhet. Lehet, hogy valaki
100-ig végigkoveti minden szam Osszes osztojat — és ez egy teljesen elfogadhaté megoldas (csak nehezen
altalanosithato méas cellaszamokra). Szokéasos érv, hogy az osztok parosaval lépnek fel (ha egy szam osz-
t6, akkor amivel megszorozzuk, hogy szamunkat kapjuk, az is osztd), kivéve, ha egy oszto sajat maga
parja, ekkor viszont négyzetszammal allunk szemben. ,Miveltebbek” szeretnek arra hivatkozni, hogy a
cella sorszaméanak kanonikus alakjaban minden primhatvany kitev§jének parosnak kell lennie ahhoz, hogy
osztdéinak szama paratlan legyen.

Meggondolhat6 az a valtozat is, amikor a k-adik 6r minden k-adik zarka kulcsan k-t fordit (osztok Gsszege
mikor paratlan).
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IV.11. Titkos uizenet

Egy kém titkos informéciét akar elkiildeni a megbizéjanak egy két lakattal is lezdrhaté ladaban ugy,
hogy a futar ne tudjon hozzaférni az tizenethez. Ha egyszertien lelakatolna és a kulccsal egyiitt kiildené a
csomagot, a futar ki tudné nyitni. Ha elGszor elkiildené a futarral a csomagot, és csak kiildené a kulcsot,
amikor visszatért a futar, nem lehet benne biztos, hogy mar nincs a futarnal a csomag. Azt is megtehetné,
hogy két lakatot tesz a csomagra, és elsére csak az egyik kulcsot kiildi, utana a masikat, de akkor megint
nem tudhatja, hogy a futar nem csapja-e be. Hogyan oldja meg ezt a probléméat?

Megoldas: Egy lakattal lezarja a csomagot, és elkiildi a 1ladat. A megbizd ratesz egy maésik lakatot, és
visszakiildi a ladat. A kiild6 az altala elGszor lezart lakatot kinyitja, és tjra elkiildi a csomagot. Ezutan a
megbiz6é mar ki tudja nyitni a ladat.

Megjegyzések: Fontos tdmpont a feladvanyban, hogy két lakatnak is van hely.

IV.12. 3 x 3-as biivos négyzet

Ird be az abran a korokbe az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 szamokat tgy, hogy egy-egy vonal mentén a harom-harom
szam Osszege ugyanannyi legyen!

4 N, y,
T\ , 4R
L/ ) 1/
- T ~N

Megoldas: Ha osszeadjuk a harom oszlopban (vagy a harom sorban) szerepld szamokat, akkor egyrészt
minden szamot Osszeadtunk: 1 +2+34+4+5+6+4+7+8+ 9 =45.

N
;7£ S5 /L:

N
28—

Masrészt haromszor annyit kaptunk, mint amennyinek egy szakasz mentén ki kell jonnie, ezért egy vonal
mentén az Osszeg csak 15 lehet.

A kozépponton atmend szakaszok szamait 6sszeadva minden szamot 6sszeadunk (4 - 15 = 60), a kézépsot
4-szer is. Igy ha 60-bol kivonjuk a 45-6t, a kozéps6 szam 3-szorosat kapjuk: (60 — 45) : 3 = 5.

A kozépponton atmend Osszegek a kiovetkezdk lehetnek:
1+5+92+5+8;3+5+4+7,445+6.
A kozépponton 4t nem mendk pedig: 1 +6+8;2+4+9; 2+ 4+ 8.
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Ezek — sorrendtdl és forgatastol eltekintve — csak egyféleképpen flizhetSk egymas utdn az oldalak mentén:
6+1+8 8+3+4;44+9+2;2+7+6.

Ebbdl 1ényegében egyértelmtien kitolthets a tablazat.

Megjegyzések: A megoldas probalkozassal (a szamok kiosztogatasaval) elég hosszadalmas at. A szakaszokkal
megfogalmazott feladvany alkalmas arra, hogy rairanyitsa a figyelmet valamilyen altalanos, minden esetet
atfogo stratégiara.

IV.13. Ki a felelss?

Harom gyerek, Aba, Baba és Csaba focizik az iskola udvaran, és betérnek egy ablakot. Az igazgaté magahoz
hivja a gyerekeket, hogy kideritse, ki a felelGs.

Aba: Baba volt.
Baba: Nem én voltam.

Csaba: Aba volt.

Az igazgato szerint az fiillentett, aki betorte az ablakot, mert a tobbieknek erre nem volt oka. Kit fog
gyanusitani?

Megoldas: Ha Aba torte be az ablakot (és fiillent), akkor Baba és Csaba is igazat mond, ez tehat lehetséges.
Ha Baba torte be az ablakot (és fiillent), akkor Aba igazat mond, de Csaba nem, ez tehat nem lehet.

Ha Csaba torte be az ablakot (és fiillent), akkor Aba allitasa is hamis, Baba igazat mond, tehat ez sem
lehet.

Igy az igazgato arra kovetkeztet, hogy Aba allitasa hamis, és & torte be az ablakot.

IV.14. Egy szigeten lovagok és 16kotSk élnek.

Szemre megkiilonboztethetetlenek, de a lovagok mindig igazat mondanak, a 16két6k mindig hazudnak.

Egy arra jaro turista két helyi lakossal, A-val és B-vel talalkozik. Megkérdezi A-t, hogy mifélék. A valasza:
,Legalabb egyikiink 16k6ts.” Meg tudjuk-e ebbdl allapitani, hogy melyikiik lovag, melyikiik 16k6t67

Megoldas: Ha A 16k6t6 lenne, akkor allitasa, miszerint van koztiik 10k6t6, hamis lenne, vagyis mindketten
lovagok lennének, ami nem lehetséges, ha 6 10kétS. Vagyis A nem lehet 16k6ts. Ha A lovag, akkor igazat
mond, igy 6 lovag és allitasa miatt B 16k6t6.

Megjegyzés: A feladat egy egyszeri helyzetben tisztazhatja a ,legalabb” sz6 jelentését és egy kovetkeztetési
lanc végigvitelét.

Valtozatok: IV.14. V1. Tegyiik fel, hogy A ezt mondja: ,Lokots vagyok, vagy B lovag.” Ekkor miféle
lehet A, illetve B?

Megoldas: Ha A 16k6tS lenne, allitasa hamis lenne, vagyis sem & nem lehetne 16k6t6, sem B lovag. Vagyis
ha 16k6tS lenne, akkor nem lehetne 16k6t6, ami ellentmondés. Tehat A-nak lovagnak kell lennie. Ekkor
igazat mond, viszont &llitasanak az a fele, miszerint ,10k6t6 vagyok” hamis, igy az egész allitdsa csak dgy
lehet igaz, ha a masodik fele igaz, vagyis ha B tényleg lovag. Vagyis mindketten lovagok.

Megjegyzés: A feladat a logikai ,vagy” jelentésérdl szol.

IV.14. V2. Tegyiik fel, hogy A ezt mondja: ,Lok6t6 vagyok, vagy kettsé meg kettd az 6t.” Mire kivetkez-
tetnél ebbsl?
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Megoldas: Végiggondolhatd, hogy a ,szabalyok” szerint sem lovag, sem 16k6t6 nem tehet ilyen kijelentést.
Ezek szerint a torténtekrsl beszamolo turista hazudott, vagyis 6 10k6t6, A-rol és B-r6l semmit nem tudunk.

Megjegyzések: Az sem art, ha feladatmegoldas kézben gyanakszunk.

Az ilyen tipusu feladatok sora hosszan folytathato, varialhaté (Smullyan, 2009 szamos valtozatot leir).
Néhany szitudcid akar el is jatszhato: Két vagy akar harom tanuldé megéllapodhat egymaés kozott, hogy
melyikiik miféle, és olyan allitasokat kell mondaniuk, amikbdl a tobbiek kitalalhatjak.

Megkérdezhetjiik pl. azt is, hogy ,,Tudsz-e egy olyan mondatot mondani, amibdl kideriil, hogy te lovag
vagy?” (Olyat mondani, amibdl az deriil ki, hogy 16k6t6, kénny.)

Ismert valtozat, amikor egy hazug-igazmondé ikerpartdl egy kérdéssel kell kitalalni, hogy két ut koziil
melyik at vezet a varosba.

IV.15. Nyomozas

Egy utca négy egymaéas melletti hazaban lakik Karcsi, Ferenc, Matild és Laci. A hazuk szine piros, kék,
sarga és z0ld. A szerencseszamuk a 11, a 2, a 8 és a 28, a kedvenc ételiik csirkeporkdlt, pizza, palacsinta és
salata. A kovetkezsket tudjuk roluk:

1) Laci haza (szembdl nézve) balra van annak a hazatol, akinek 28 a kedvenc szama.
2) A kék héaz (szembdl nézve) balra van Matild hazatol.
3) A piros héaz egyik oldalan van a z6ld haz, a masik oldalan laké kedvenc szdma a 8.

4) Laci haza két héznyira van a zo6ld haztol, de nem a sarga haz van koztiik.

6) Ferenc egyik szomszédja kedvenc étele a csirkeporkolt.

7) Matild kedvenc szama a 2.

)

)

)
5) Ferenc egyik szomszédja szerencseszama a 8.

)

)
9) A piros hazban lako kedvenc étele a palacsinta.
10) Laci kedvence a salata.

11) A kék hazban lako kedvence a pizza.

~~ A~ I~ N N o~

Ki hol lakik, mi a kedvenc szama és étele?

Megoldas: A megoldashoz tablazatot hasznalunk. A hazhelyeket balrol jobbra haladva A, B, C, D-vel
jeloljiik. Minden lehet&séget beirunk minden helyre, és ha nem val6 oda, akkor kihuizzuk. Ha valamit
egy helyen jovahagyunk, akkor egyrészt az abban a cellaban 1év§ tobbi lehetdséget kihtuzzuk, masrészt a
jovahagyott informaciot a tobbi helyen ki kell htuznunk.
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A B C D

Karcsi Karcsi Karcsi Karcsi
Matild Matild Matild Matild
Ferenc Ferenc Ferenc Ferenc
Laci Laci Laci Laci

piros haz piros héaz piros héaz piros haz
kék haz kék haz kék haz kék haz
z0ld héaz z0ld héaz z0ld héaz z0ld héaz
sarga haz sarga haz sérga haz sarga haz
11 11 11 11

2 2 2 2

8 8 8 8

28 28 28 28
csirkeporkolt csirkeporkolt csirkeporkolt csirkeporkolt
pizza pizza pizza pizza
palacsinta palacsinta palacsinta palacsinta
salata saldta salata salata

A D haz nem lehet kék, mert az (2) szerint Matild hazatél balra van. Igy az ott lako kedvenc étele (11)
miatt nem lehet a pizza.

De Laci nem lakhat ebben a hazban, mert (1) szerint téle jobbra van még haz, igy az ott lakod kedvenc
étele nem lehet salata (10).

Ez a haz piros sem lehet, mert annak a mindkét oldalan van egy-egy haz (3), tehat az ott lako ked-
venc étele nem lehet palacsinta sem (9). Eszerint az csak csirkeporkolt lehet. D: csirkep6rkolt. Mostani
tapasztalataink alapjan az 4j tablazat:

A B C D

Karcsi Karcsi Karcsi Karcsi
Matild Matild Matild Matild
Ferenc Ferenc Ferenc Ferenc
Laci Laci Laci Laci

piros haz piros haz piros haz piros-haz
kék haz kék haz kék haz kék-haz
z0ld héaz z0ld héaz z0ld haz z0ld héaz
sarga haz sarga haz sarga héaz sarga haz
11 11 11 11

2 2 2 2

8 8 8 8

28 28 28 28
esirkepérkdly esirkepdrkslt esirkepérksly csirkeporkolt
pizza pizza pizza pizza
palacsinta palacsinta palacsinta palacsinta
salata salata salata saldta

Ferenc szomszédjanak kedvence a csirkeporkolt, tehat 6 lakik a C hazban, a tébbi hazban pedig nem &
lakik. C: Ferenc.

Ferenc szomszédjanak 8 a kedvenc szama, vagyis a B vagy a D hazban lakoé. Az azonban, akinek 8 a
szerencseszama, a piros haz mellett lakik, és kettdre van t6le a zold haz (3). A z6ld haz ezek szerint csak
a B vagy D lehet. Kozottiik van a piros haz (ami igy masutt nem lehet). C (3). C: piros haz.

A piros hazban lako kedvenc étele a palacsinta (9). C: palacsinta.
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Mivel a C helyen nem z6ld héz van, az A helyen nem lakhat Laci (4). De akkor az A hazban laké kedvenc
étele nem lehet a salata, mert az Lacié (10). A csirkeporkolt és a palacsinta is gazdara talalt mar, tehat
az A helyre csak a pizza marad. A: pizza.

A pizzat kedvels a kék hazban lakik (11). A: kék haz.

Elfogytak az ételek, csak az maradt, hogy a B hézban lako kedvenc étele a salata. B: salata.

Laci kedvence a salata (10). B: Laci.

Matild nem lakhat az A helyen, mert t6le balra van a kék haz, tehat itt csak Karcsi lakhat. A: Karcsi.
Akkor Matild haza a D. D: Matild.

(7) szerint Matild szerencseszama a 2. D: 2. Az Gjabb tapasztalataink alapjan a tablazat:

A B C D

Karcsi Karesi Karvesi Karesi
Matild Matild Matild Matild
Ferene Ferene Ferenc Ferene
Laei Laci Laei Laei
piros-haz piros-hiz piros haz piros-haz
kék haz kék-hax kék-has kék-haz
z6ld-haz z0ld héaz 70ld-haz z0ld haz
sérga-hiz sarga haz sarga héaz sarga héaz
11 11 11 11

2 2 2 2

8 8 8 8

28 28 28 28
esirkepérkslt esirkepérkslt esirkepérkslt csirkepo6rkolt
pizza pizza pizza pizza
palacsinta palaesinta palacsinta palacsinta
salata salata saldta salata

Laci hazatol jobbra lakik a 28-as szerencseszamt lako (1), ez csak a C helyen lehet. C: 28.

A 8-as szerencseszamu lako a piros haz mellett lakik (3), de annak az egyik oldalan Matild, szerencseszama
2, tehat a masik oldalan (B hely) lakik a 3-as szerencseszamu lako, ez Laci. B: 8.

A 11-es eszerint csak az A hazban laké szerencseszama lehet. A: 11.
A 8-as szerencseszamu lakotol két haznyira van a zold haz (4). D: z8ld haz.

Igy csak az a lehetéség marad, hogy B: sarga haz. Osszegezve:
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A B C D
Karcsi Faresi Karesi Karest
Matild Matild Matild Matild
Ferene Ferene Ferenc Ferene
Laei Laci FLaei Laci
piros-hiz piros-haz piros haz piros-hiz
kék haz kék-hay kék-hay kék-hax
20kd-haz 2z6ld-haz 2z6ld-haz z06ld haz
sérga-hiaz sarga haz sérga-hiz sérga-hiz
11 11 11 H
2 2 2 2
8 8 8 8
28 28 28 28
esirkeporkol esirkeporkolt esirkeporkoht csirkeporkolt
pizza Ppizza pizza pizza
palacsinta palacsinta palacsinta palacsinta
saléta salata saléta saléta

IV.16. Pentomindk

Pentominénak nevezziik az olyan sikidomokat, amelyek 5 teljes oldallal csatlakozé egységnégyzetbdl rak-

hatok Ossze.
a) Hany ilyen alakzat van?

Megoldas: Az abran lathato 12-féle alakzat létezik.

b) A 12 alakzatnak az dsszteriilete 60 egységnégyzetnyi. Ebbdl kirakhato egy 6 x 10-es téglalap. Keressiink

ilyen elrendezést!

Megoldas: Rengeteg lehetGség van, egy példat mutatunk az dbran.
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¢) Ha kiraktunk 11 darabot a kijelolt téglalapba, akkor amennyiben a kimaradé 5 egységnégyzet oldalak
mentén Gsszefligegd, nem biztos, hogy az éppen olyan alakt, mint amelyik darab kimaradt. Keressiink olyan
kirakést, amelyben az utols6 darab mas alak, mint a kimarado hely!

Megoldas: Ismét egy példat mutatunk az abran.

A kimaradoé hely alakjat jeloli a zold mezé | A kimarado elem alakja

d) Ha nem 6 x 10-es, hanem mas alaku téglalapot akarunk lefedni, akkor mely téglalapok fedhetsk le a 12
darabbal?

Megjegyzés: A 2 x 30-as téglalap nyilvan nem fedhets le, de példaul a 3-szor 20-as igen:

NN N [ AeEEEs
| e T R
fire e EEE | e

A kép forrasa: http://godel.hws.edu/java/pentominos 3x20 319093 moves.png

e) Ha nem 60, hanem nagyobb teriileti téglalapot fediink le, és elére meghatarozott helynek kell kimarad-
nia, akkor az hogyan oldhat6 meg?

Megoldas: Ha példaul 8-szor 8-as négyzetet toltiink ki, akkor kimarad 4 mezd, amely lehet egy 2 x 2-
es négyzet, a 7 x 9-esbdl egy 1 x 3-as téglalap marad ki. Ezekre mutatunk egy-egy példat (szamos més
lehetdség is van):

f) Milyen konvez alakzat fedhets le néhany pentominoval.
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Megoldas: A nyilvanvalo vélasz: csak téglalap. Azok koziil is csak azok, amelyek teriilete egységekben
kifejezve oszthatd 5-tel.

Belathato, hogy 10 egységnyi téglalap egy pentominé készlet két darabjaval nem fedhets le. Egy 3 x 5-6s
téglalap méar igen. Erre is mutatunk egy példat:

g) Egyszertibb, de matematikai szempontbol fontos kérdések lehetnek: Vannak-e csak tengelyesen szim-
metrikus darabok? Vannak-e csak kozéppontosan szimmetrikus darabok?

Vannak-e tengelyesen és kdzéppontosan is szimmetrikus darabok?

Van-e a fenti feltétel valamelyikének megfelels, adott szamu darabbol kirakhaté alakzat? (Pl. szimmetrikus
pentoming felnagyitott képe.)

Megjegyzések: A kérdések sora kifogyhatatlan, a feladatoknak rendszerint nagyon sok megoldasa van, ezért
a példakat csak izelitének, batoritasként mutattuk. Erdemes a talalt megoldasokat lejegyezni, 6sszehason-
litani, megbeszélni, elemezni.

A pentomino fejtérsk irodalma béséges. Az interneten elérhetd szamos online pentominé kirakos és mate-
matikai modell. Vélogatatlanul néhany:

http://www.lamath.org/journal /vol4no2/Pentominoes.pdf
http://illuminations.nctm.org/uploadedfiles/content /lessons /resources/6-8 /pentomino-ak-puzzle.pdf
http://theory.cs.uvic.ca/amof/e pentl.htm

http://puzzler.sourceforge.net/docs/pentominoes.html

IV.17. Utésmentes bastyaelhelyezés és orarendkészités

a) Utésmentes bastyak egy 8 x 8-as sakktablan.

Legfeljebb hany bastyat lehet egy 8 x 8-as sakktablara iitésmentesen felallitani, azaz tigy elhelyezni, hogy
minden sorban és oszlopban legfeljebb egy bastya legyen?

Megjegyzések: Ismert feladvanyrol van szo, de tapasztalatunk szerint sok a félreértés és a hidnyos vagy
éppen tulmagyarazo gondolatmenet. Tipikus hibas érvelés, hogy a f6atloba allitunk 8 bastyat és mar
nem lehet tobbet felrakni. A meggondolas elvi hibaja abban rejlik, hogy az sszes helyett egy konkrét
elrendezésrdl tesz megallapitast. Mivel valéban 8 a maximum, a hibara kénnyebb ramutatni, ha példaul
huszarok iitésmentes elhelyezését vizsgaljuk. Ha ugyanis valaki az elss, a negyedik és a hetedik sort telerakja
huszarokkal, akkor azok nem iitik egymast, de nem tudunk tovabbit elhelyezni {itésmentes pozicioba. Méas
elrendezésben azonban 32 huszar is békésen megfér a tablan. Vilagosan el kell kiiloniteni az allitas tisztazott
(8 bastyat fel tudunk rakni, pl. az 4tloba) és a tisztazatlan (semmilyen elrendezésben sem lehet tobbet)
részeit.

Gyakori tévedés, hogy 8 bastyat csak a f6atlo mentén lehet elhelyezni. Ahhoz, hogy ez a tévhit ne maradjon
tisztdzatlanul, érdemes megvizsgédlni, hogy hanyféle elrendezés szerint lehet a maximalis szama bastyat
iitésmentesen elhelyezni.

Az Osszeszamolashoz az egyik Otlet az lehet, hogy egy felallitott bastya lefoglal egy sort és egy oszlopot.
Tehat egy 8 x 8-as sakktablan 8-szor annyi titésmentes bastyaallitasi mod van, mint egy 7 x 7-es sakktablan
stb. Eredményként igy 8! jon ki. Vannak azonban olyan érvelések, hogy indulaskor 64, majd 49, 36, 25,

. mez6bol valaszthatunk. Igy szamolva (8!)% az eredmény. A két vélemény iitkoztetésével tisztazhat-
juk, hogy a 8! partiak egyformanak, észrevétleniil felcserélhetének tekintik a bastyakat, mig a (8!)% hivei
megkiilonboztetik azokat.
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Egy masik otlet szerint minden oszlopba fel kell egy bastyat allitani. Az 1. oszlopban 8, a méasodikban 7, a
harmadikban 6 stb. mez6 koziil valaszthatjuk ki, hogy melyikre allitjuk a bastyat. Ha valahol eltéré mezét
valasztunk, akkor egy masik iitésmentes elrendezést kapunk, igy az iitésmentes bastyaelhelyezések szama
1-2-3-4-5-6-7-8=8!=40320.

Ezt a masodik otletet azért is érdemes megbeszélni, mert a feladvany egyik altalanositasanak megoldaséara
is alkalmas: Egy n x m-es (n > m) sakktéblara titésmentesen felallithaté bastyak maximalis szama m, az
elrendezések szama pedig

n-(n—1)-...-(n—(m—1)).

b) Utésmentes bastyak egy 8 x 8 x 8-as sakktablan

Legfeljebb hany bastyat lehet egy 8 x 8 x 8-as térbeli sakktablara titésmentesen felallitani?

Megjegyzés: 64 bastya allithato fel titésmentesen, mert minden oszlopban legfeljebb egy bastya allhat. Egy
itésmentes térbeli elrendezést nyerhetiink példaul ugy, ha elsé sikon felallitunk 8 bastyat iitésmentesen és
a kovetkezo sikra valo attéréskor minden oszlopot ciklikusan eggyel jobbra tolunk:

Tekintjiik 64 batya iitésmentes elrendezését egy térbeli sakktablan. Ha az 1. stk bastyait 1-gyel, a 2. sikét
2-vel, ..., az utols6ét 8-cal helyettesitjlik és ezeket az atlatszo sikokat egy sikra vetitjiik, akkor egy 8 x 8-
as négyzetet kapunk, amelynek mez6i az 1, 2, ..., 8 szdmokkal vannak kitoltve tigy, hogy minden szam
minden sorban és minden oszlopban pontosan egyszer fordul el§ (latin négyzetek és téglalapok).

A mi példankban a latin négyzet:

D[~ |00 [~ [N W | K& |t

N[00 | [N |W k[T |

O [ [N | W k[T
=N | W[ |0

vlw k||| ||~
w ks |lo|lo|~N|w|~ |
Sl || |—= || w
o |~~~ || w|

Forditva is all az analégia, egy 8-adrendi latin négyzetbdl a sorrendtél eltekintve egyértelmtien rekonstru-
alhato 64 bastya litésmentes elrendezése egy térbeli sakktablan.
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Az elrendezések szama 108 776 032 459 082 956 800
(Lasd Wells, 1967 és a http://mathworld.wolfram.com/LatinSquare.html weboldalt.)

Az {itésmentes bastyaelhelyezés ilyen atfogalmazasaval a kombinatorika és a grafelmélet egy aktuéalis ku-
tatéasi és alkalmazasi teriiletére értiink (titkosiras, elektronikus alairas, permutacioméatrix stb.)

c) Orarendkészités. Legfeljebb hany osztalyt lehet egy iskola 8 szaktantermébe egy orara beosztani?
Héanyféle elrendezés szerint lehet a maximaélis szamu osztalyt egy 6rara beosztani?

Legfeljebb hany osztalyt lehet egy iskola n szaktantermébe egy orara beosztani?

Hanyféleképpen lehet egy iskola m osztalyat az n szaktanterembe egy orara beosztani (n legalabb akkora,
mint m)?

Hogyan lehet egy iskoldban a 8 szaktantermet egy napra beosztani, ha az iskola mind a 8 osztélyanak napi
8 (kiilonbozs) oraja van?

Megjegyzések: Didkok, tanarok, igazgatok vagynak egy igazén jo’ orarendre. Az iskola néhdny darab
szaktantermének wvalahdny osztaly kozotti elosztasa 1, 2, 3, 4, 5 napra — adott napi és heti 6raszammal
— olyan komplex feladat, hogy ebben az altalanos forméban nem is tudjuk megoldani. Specialis esetek
vizsgalataval azonban egy sor analog feladatra és sok szép megoldasra bukkanhatunk.

Tekintsiik példaul az iskola és a 8 x 8-as sakktabla kozott a kovetkezd analogiat: Egy szaktanteremnek egy
sor, egy osztalynak egy oszlop felel meg, és ha egy osztaly egy terembe be van osztva, akkor a megfelel
sor és oszlop k6z0s mezGjére egy bastyat allitunk. Ekkor egy tanitasi 6ra teljes terembeosztasa 8 bastya
itésmentes felallitasanak felel meg a sakktablan. A 8 termes, 8 osztalyos, napi 8 éréas orarend elkészitése
pedig 64 bastya (mindharom irdnyban) iitésmentes elhelyezését jelenti egy térbeli 8 x 8 x 8-as sakktablan.

IV.18. Hamis sily keresése

Egykara mérleg segitségével kell megkeresni a hamis érméket tartalmazo ladat, ha 10 lada koziil 9-ben
egyforma érmék vannak. Egy hamisitatlan érme témege 10 gramm. Egy laddban azonban minden érme
egy kicsit nehezebb, 11 gramm. Probaljuk a lehets legkevesebb méréssel kivalasztani a hamis érmék 1ladajat.
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Megoldas: Elég egy mérés. Az 1. 1adabol 1, a 2.-bél 2, a 3.-bol 3, ... a 10. ladabol 10 érmét tesziink a
mérlegre. Ha az 0sszes érme hibatlan lenne, akkor a mérleg 550 grammot mutatna. Ahany grammal tobb
lathato a kijelzén, annyiadik ladaban vannak a hamis érmék.

Megjegyzések: Sokan itt is a felezéses modszerrel probéalkoznak. Lemérnek el6szor 5 érmét, amivel megfelezik
a ladak szamat stb. (Mintha 10 szam koziil kellene kivalasztani a gondolt szamot.) Ehhez 4 mérés kell, ha
nem szamolunk a szerencsével.

A feladatot gy is szoktak fogalmazni, hogy ,,Allapitsd meg egy méréssel ...”. Ez lesziikiti a probalkozok
korét és megfosztja a masként probalkozokat a sikerélménytdl. Az 6 stratégiajuk is lehet jo, csak nem
talaljak meg a minimalis szamu mérést.
Megkérdezhetjiik a minimalisan sziikséges mérések szamét abban az esetben is, ha 2, 3, vagy tobb ladaban
vannak hibés érmék, illetve ha azt sem tudjuk, hogy hanyban. Ha még azt sem tudjuk, hogy hany ladaban
van hibas érme, akkor is megoldhato egy méréssel. (Pl. agy, hogy az 1. 1adabol 1, a 2.-bol 2, a 3.-bol 4,
. a 10. ladabol 2° érmét tesziink a mérlegre. Ekkor szabalyos érmékre szamitott 10 - (2'° — 1) gramm =
10230 gramm feletti tomeg kettes szamrendszerben felirt alakja elarulja a hibas érmét tartalmazé ladak
sorszamait. Példa: az 1., a 3. és a 7. lada tartalmaz hibas érmét. Ekkor 1 4+ 4 4+ 64 gramm = 69 gramm
tobbletet mériink, ez kettes szamrendszerben 10001015 visszafelé olvasva lathato, hogy ahol 1-es szamjegy
van, ott van hamis érme.)

Meggondolhatjuk azt az esetet is, amikor a hamis érme nem nehezebb, hanem kénnyebb a tébbinél.

IV.19. Hamis sily keresése kétkarti mérleggel

12 stly koziil 11 egyforma, az egyik viszont nehezebb a tobbinél. Keressiik meg a hibas silyt a lehetd
legkevesebb méréssel.

Megoldas: Egy méréssel eldonthetd, hogy melyik négy kozott van a hibas. (Egy-egy serpeny6be 4-4 stlyt
tesziink.) Osszesen (a harmadolos modszerrel) 3 mérés elég.

Megjegyzések: Itt is varhato, hogy felez6s modszerrel (4 méréssel) oldjak meg.
Mivel 12 oszthatd 3-mal, konnyi a harmadolés mddszerre irdnyitani a figyelmet.

Megkérdezhetjiik, hogy 3 engedélyezett méréssel ki legfeljebb hany suly koziil tudja kivalasztani a hiba-
sat. (27)

IV.20. Silykészlet tervezése

Tervezz olyan kiilonb6z6 stlyokbol 4ll6 készletet, amellyel 1 dkg-to6l 10 dkg-ig minden egész dekagrammnyi
tomeget le lehet mérni egy kétkart mérlegen. A készlet a lehetd legkevesebb darabbol alljon.

Megoldas: Harom suly elég, pl. 1, 3, 9, vagy az 1, 2, 7 stb. Gondoljunk arra, hogy a mérleg mindkét
oldalara tehetiink sulyt, pl. a 8 elGallitasa 9 az egyik oldalon, 1 a mésikon moédon torténhet.

Megjegyzések: Konnytd belatni, hogy 2 sily nem elég. Harom sullyal tobb megoldas is van. Az 1, 3, 9
készlettel 13 dkg-ig is tudunk mérni, mig az 1, 2, 7 csak 10-ig jo.

Megkérdezhetjiik, hogy ki meddig tud eljutni az altala tervezett 4 darab kiilonb6z6 sillyal?

IV.21. Hanoi tornyok

Ismeretes a tavol-keleti legenda, miszerint egy kolostor udvaran volt harom rad. Az elsén 64, kiilonb6z6
atmérdji korong, atmérdik szerint nagysag szerinti sorban: legalul a legnagyobb, legfolil a legkisebb.
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A szerzetesek azt a feladatot kaptak, hogy az els6 oszloprol (a kozépss oszlopot is segitségiil véve) helyezzék
at a korongokat a harmadikra a kovetkezs két feltétellel:

e Egyszerre egy korong mozgathato.
e Egy korong csak néla nagyobb korongra keriilhet.

A legenda szerint a kolostorban lakd szerzetesek minden nap egyetlen korongot mozgathatnak. Amikor az
Osszes korong atkeriil a harmadik oszlopra, a vilag véget ér.

Legalabb hany nap sziikséges a korongok atrakasahoz?

Egy so-liszt gyurmabol készitett, festett készlet Egy allas

Megoldas: Vizsgaljuk meg, hogy néhany korong esetén mire jutunk. Az egyszertiiség kedvéért nevezziik el
a rudakat. Kezdetben az A rudon vannak a korongok. A B rad a kozépss, a C riadra szeretnénk atpakolni.

1 korongot 1 lépésben lehet attenni.

2 korongot 3 lépésben lehet attenni: az els6t a B-re tessziik, a masodikat a C-re, majd az elsét a C-re.

3 korongot: 1.-t a C-re, 2.-at a B-re, 1.-t a B-re, 3.-at a C-re, 1.-t az A-ra, 2.-at a C-re, 1.-t a C-re. Ez 7
lépés.

Néhany probalkozas utan eljuthatunk oda, hogy ha az els§ 63 korongot 4t tudjuk helyezni az A radrol

a B-re, akkor a 64.-et attessziik a C-re, végiil az els6 63-at B-r6l C-re. Ezt a rekurziv gondolatmenetet
hasznalhatjuk az Gsszes korong atrakasara.

Jeloljiikk az n-edik korong atrakasahoz sziikséges lépésszamot [,-nel. Lattuk, hogy I; = 1,1, =3, 13 = T.
Az n-edik korong atrakasahoz elészor at kell pakolni az elsé (n — 1)-et 1,_; lépésben, majd 1 lépésben
atrakjuk az n-ediket, majd ismét [, 1épésben ra az els§ (n — 1)-et. Ez Osszesen: 21,1 + 1 1épés. Eszerint
I, =15, Is = 31, lg = 63 stb. Ebbdl sejthetjiik, hogy 1,, = 2"~!, ami teljes indukcioval bizonyithato.

Ennél jobb lépésszamot nem érhetiink el, mert az els6 (n — 1) korongot at kell tenntink ahhoz, hogy az n-
ediket szabadda és dtrakhatova tegyiik. Utana pedig ra kell pakolnunk az els6 (n— 1)-et. Igy ha 1 korongot
1 lépésben tudunk attenni, akkor 2-hoz legalabb 3 1épés, 3-hoz legalabb 7, ..., n-hez legalabb 2"~1 lépés
sziikséges.

Megjegyzések: Erdemes (kiilonosen fiatalabb tanulokkal) kisebb konkrét korongszammal, esetleg modell
segitségével dolgozni.

Tovabbi meggondolandé feladatok lehetnek:

e Ha egy nap alatt tesziink at egy-egy korongot, akkor mennyi idG alatt lehet attenni a 64 korongot?
(Kb. 6tmilli6 év — nem is olyan sok!)

e Hany lépésre lehet sziikség, ha nem harom, hanem négy rad all a rendelkezésiinkre?
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IV.22. Mennyi pénze volt a kartydzoknak?

Harom barat kartyazott. Megallapodtak abban, hogy egy-egy parti utdn a vesztes megduplazza a két
tarsanak a pénzét. Harom partit jatszottak, mindenki egyszer vesztett. Végiill mindharmuknak 8000 Ft-ja
maradt. Melyikiik mennyi pénzzel iilt le jatszani?

Megoldas: Forditott iranyd okoskodassal haladunk. Ha a végén mindegyikiiknek 8000 Ft-ja volt, akkor
az utolso jatszma kezdetekor annak, aki az utolsd jatszmét elvesztette, 16 000 Ft-ja volt, a tarsainak pedig
4000-4000 Ft-ja.

A masodik parti kezdetén 2000 Ft, 14 000 Ft és 8000 Ft pénziik volt. Tehéat a 13000 Ft, 7000 Ft és 4000 Ft
kezd&tokéjiik volt.

Megjegyzések: A jatékszabaly gy is modosithato, hogy a gy6ztesnek mindkét tarsa fizet, mégpedig annyit,
amennyi pénze a gyéztesnek van.

IV.23. Cheryl sziiletésnapja — egy feladat egy szingapiiri matema-
tika versenyrdl

Albert és Bernard nemrég baratkoztak ossze Cheryllel, és azt szeretnék megtudni, hogy mikor van a lany
sziiletésnapja. Cheryl nem arulja el, csak tiz lehetséges datumot irt egy cédulara:

majus 15, majus 16, majus 19,

janius 17, janius 18,

jalius 14, jualius 16,

augusztus 14, augusztus 15 és augusztus 17.

A lany Albertnek elarulta a honapot, Bernardnak a napot. Ezek utan Albert ezt mondja: ,Nem tudom,
mikor van Cheryl sziiletésnapja, de azt tudom, hogy Bernard sem tudja.” Erre Bernard igy valaszol:
,ElGszor én sem tudtam, de most mar tudom.” Erre Albert valasza: ,,Akkor most méar én is tudom.” Mikor
van Cheryl sziiletésnapja?

Megoldas: Albert nem tudja a datumot, mert a j6 honapban tébb nap is meg van adva. Bernard azért
nem tudja, mert a j6 nap tébb honapban is szerepel a cédulan.

Ha a honap méajus vagy junius lenne, akkor Albert nem mondand, hogy Bernard sem tudja, hiszen ha a
nap valamelyik csak egyszer szerepls, 19-ike vagy 18-ika lenne, akkor Bernard tudhatné a datumot. Albert
szamara tehat marad

jalius 14, jualius 16,
augusztus 14, augusztus 15 és augusztus 17.

Ha Bernard szamara mar egyértelm a valasz, akkor kizdrhato a 14-ike. Ha pedig ennek kizarasaval Albert
is tudja a datumot, akkor az csak julius 16. lehet.

Megjegyzés: A feladat hibas forditassal jelent meg egy magyar online cikkben. Ott nem szerepelt, hogy a
lany melyik fitnak mondja meg a napot, melyiknek a hénapot. A feladat ebben az esetben is megoldhato:

Tudjuk, hogy ha majus 19. vagy jinius 18. lenne a datum, akkor az, aki a napot tudja, azonnal tudna a
datumot is, mert 18. és 19. csak egyszer fordul eld.

Elsszor tegyiik fel, hogy Albert a napot, Bernard a hénapot ismeri.
Albert azt allitja, hogy nem tudja a datumot. Vagyis nem 18. vagy 19.

Bernard, aki csak a honapot ismeri, ekkor elsére szintén nem tudja a datumot (bar ezt Albert nem tudhat-
ja). Az, hogy most megtudta, hogy nem 18. vagy 19., csak abban az esetben segithetne rajta, ha egyetlen
datum maradna a néla 1év6 honapban. A datum tehat csak a junius 17 lehet, és Bernardnal a junius van.
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Ahogy mi ki tudtuk talalni, agy Albert is rajohetett — a nala 1év6 nap pedig a 17.

Ebben a megoldasban a feladat szévegében elhangzo ,tudom, hogy Bernard sem tudja” nem jatszik szerepet.
Ett6] még helyes a megoldés.

Ha Albert a honapot ismeri, Bernard a napot, akkor mivel Albert a nap ismerete nélkiil is tudja, hogy
Bernard ki tudja zarni a méajus 19. és a junius 18. datumokat (hiszen allitja, hogy Bernard nem tudja a
datumot), Albert csak a juliust vagy az augszutust kaphatta Cheryltsl.

Ezt Bernard is kikévetkeztette, és ezutan meg tudta mondani a datumot, ami ezért nem lehetett 14., mert
az mindkét fennmaradd honapban szerepel.

Mivel ebbdl mar Albert is kitaldlta a datumot, az nem lehetett augusztusban, mert akkor két nap is szoba
jOhetett volna.

Ezért a datum csak jualius 16. lehetett.

I1V.24. Levest6zés

Egy kirandulason a leveshez pontosan 5 liter vizet akarunk hozni a forrastol. Csak egy 4 literes és egy 7
literes edényiink van. Hogyan oldhato meg a probléma?

Megoldas: A 4 literes edénnyel megtoltjiik a 7 literes edényt. Ehhez kétszer megtoltjiik a 4 literes edényt.
Masodszor 1 liter marad benne. Kiliritjiikk a 7 literes edényt, beleontjiik az 1 liter maradékot és még 4
litert.

Megjegyzések: Erdemes meg/lejegyezni a sikeres eljarast: 4 +4 — 7 +4 = 5.

Valtozatok: IV.24. V1. Hény liter vizet tudunk egy 4 és egy 7 literes edény segitségével kimérni?
Megoldas: Az el6z6 megoldasi Gtletet alkalmazzuk. Minden értéket ki tudunk mérni 1-t6l 7 literig.

Megjegyzések: Erdemes a meggondolasokat és az eredményeket egy tablazatban régziteni.

Adag [liter] | 4 literes edény 7 literes edény

1 44+4-7

2 44+4-74+4+4-7

3 7T—4

4 4

5 44+4-7T+4

6 44+44-T+4-7T+4+14
7 7

IV.24. V2. Hany liter vizet tudunk egy 3 és egy 9 literes edény segitségével kimérni?

Megjegyzések: Az el6z6 megoldasi Gtletet vizsgalva észrevessziik, hogy az eredménytabla 4 és 7 Gsszegeit és
kiilonbségeit tartalmazza. Ezt a felfedezést a (4-7 és 3-9) analogia szemszogébol atvissziik, és azt sejtjik,
hogy 3, 6 és 9 liter mérhetd ki.

IV.24. V3. Hany liter vizet tudunk egy a és egy b literes edény segitségével kimérni?

Megjegyzések: A (4-7 és 3-9) analogiaval nyert felfedezést atvissziik az 0j szituaciora. Azt sejtjiik, hogy az
Osszegek és kiilonbségek (tehat a legnagyobb kozos oszt6 tobbszorosei) mérhetsk ki.

IV.24. V4. Hany vendéget tudunk egy 4 + 1 és egy 7 + 1 {iléses autoval elszéllitani, ha csak ,telekocsi”
indulhat?

Megjegyzések: Szisztematikus probalkozéassal az alabbi értékeket kapjuk
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4,4+4+4=844+44+4=12,44+4+4+4=16, ...

T+ T7T=14,7T4+7T+7=21, ...
44+7=11,4+2-7=18,44+3-7=25, ...
2:44+7=15,2-442-7=22,2-44+3-7=29, ...

és ebbdl megsejthets a 4m + 7n megoldésrendszer.

IV.24. V5. Melyek a 4z 4+ Ty = 5 egyenlet egész megoldasai?

Megjegyzések: Valamilyen megoldasunk mar van, 5 liter vizet 4- és 7-literes edénnyel gy mértiink ki, hogy
haromszor megtoltottiik a 4-literes edényt és ebbdl a 12 literbdl 7 litert kiboritottunk, azaz x = 3, y = —1.

Tovabbi megoldasokat keresve

5 liter: 4 +4+4 -7

2 liter: (44+4+4-7)4+4-7

3liter: (4+4+4—-T)4+4-T7)+4+4-7

0liter: (4+44+4-7)4+4-T)+4+4-T7)+4-7

0+5liter: (4+44+4—-17+4-7)4+44+4-T)+4-7)+(4+44+4-17)

k-0+5 liter: 4(3 + 7k) + 7(—1 — 4k)

Végtelen sok x = 3 + 7k és y = —1 — 4k (k pozitiv egész) alaku megoldast talaltunk.
A TV. 21. alapfeladat megoldéasa éppen a k = 0 eset realizacioja.

Negativ k értékekre behelyettesitéssel ellenérizhetjiik a megoldast.

A megoldasok alakja igy: @ =3+ Tk és y = —1 — 4k (k egész).

Megmutatand6 még, hogy minden megoldast felsoroltunk: Legyen z*, y* egy tetsz6leges, és x =3,y = —1
egy megtalalt megoldas. A 4x + Ty — 5 = 0 egyenletbe behelyettesitve, egyenl6vé téve és atrendezve
4(z* = 3) = 7(—1 — y*) adodik, azaz x*, y* is szerepel a felsoroltak kozott.

Erdemes a tanuloktol olyan feladvanyokat kérni, amelyek matematikai leirasa éppen ez az egyenlet.
IV.24. V6. Milyen c értékre megoldhatd az ax + by = ¢ diofantikus egyenlet?

Megjegyzés: A TV.24. V3. feladvannyal vald Gsszevetésbdl nyerhetjiik a sejtést: Az egyenlet pontosan akkor
oldhato meg, ha a és b legnagyobb kozos osztdja osztja c-t.

IV.24. V7. Egy 8 literes edény tele van vizzel. Hogyan lehet a vizet egy 3 és egy 5 literes edény segitségével
megfelezni?

Megjegyzés: Ugy is értelmezhetjiik a problémat, hogy egy 3 és egy 5 literes edény segitségével 4 liter vizet
kell kimérni.

IV.24. V8. Hogyan lehet 1 liter vizet egy a = 2 — V2 és egy b = V2 literes edény segitségével kimérni?
Megoldas: Az m(2 — V2) + nv2 = 1 egész megoldasait keressiik.

Kiemeljiik a v/2-t: (n —m)v2 = 1 — 2m. Csak gy lehet, ha (n —m)v/2 is egész (racionalis), tehat m = n.
Ekkor viszont m(2 — \@) +mv2 = 2m, ez pedig nem 1. A valasz a feladat kérdésére: Sehogy.

Megjegyzések: A TV.24. feladvanycsokorral alaposan koriiljartunk egy problémakort. Ezen az titon a szerény
matematikai érdeklgdéstiek is probléma-megoldéasi élményhez juthatnak, hiszen a vizontogetés konkrét
adatokkal konnyen végiggondolhato és komoly eséllyel sikerhez vezet. Részmegoldas is lehetséges.
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Ezek az analogiak egyfelsl elvezetnek a matematikai modellhez (diofantikus egyenletek), masfelsl a mo-
dell és a valosag kapcesolatanak vizsgalatahoz is példaként szolgal (pl. negativ megoldasok vagy éppen a
megoldhatosag cafolata).

Amint a példak mutatjak, a matematikai tartalomnak sem kell csorbat szenvednie.

A V5., V6. és V8, valtozatokat a mélyen érdekl6ds csoportoknak érdemes feladni.



V. fejezet

Paradoxonok

A mindennapi életben paradoxonnak neveziink sokféle meghokkentd, varatlan, ellentmondésos vagy annak
latszo szituaciot. Northop megfogalmazésa is a kdznapi értelemben vett paradoxonokrol szol: ,,Paradoxon-
nak nevezziik az olyan allitasokat, amelyek els6 pillanatra tévesnek latszanak, pedig igazak; vagy amelyek
igaznak latszanak, pedig tévesek; vagy amelyek ellentmondanak énmagukkal.”

Matematikai értelemben olyan allitast neveziink paradoxonnak, amelynek akér igaz, akar hamis voltanak
feltételezése ellentmondéshoz vezet.

A matematikatOrténet tantsiga szerint a valodi és latszolagos paradoxonok fontos szerepet jatszottak a
tudomény fejlédésében. A Russell-paradoxon példaul hozzajarult a halmazelmélet és logika fogalmainak
tisztazasahoz.

A matematika tanitasa és tanulésa kozben az érdeklédés felkeltése, egy-egy fogalom gondosabb koriiljarasa
érdekében is hasznaljuk a paradoxonokat. A latszolagos ellentmondéasokat éppen fogalmi tisztazassal oldjuk
fel. A paradox hétkoznapi helyzetek, a lehetetlent abrazolo képek, az optikai csalodéasok és csalasok meghbe-
szélése az érdekességen, a figyelem felkeltésén tul arra is alkalmas, hogy bizonyos tudaselemeket rogzitsiink
és a hiedelmeket levalasszuk.

Az 6korbol szarmaznak az ,Ez az allitas hamis” béazisu paradoxonok. Ide szokték sorolni azt a torténetet,
amely egy Epimenidész nevi krétai filozofusrol szol, aki a torténet szerint a kovetkezot allitotta: ,,Minden
krétai hazudik.”

Higgyilink neki? Amennyiben hiszlink, akkor sajat allitasa szerint & is hazudik. Nem igazi paradoxonnal
allunk szemben, mert lehetséges, hogy van igazmondoé krétai, és Epimenidész hazudott. Akkor lenne igazi
JEz az allitas hamis” tipust paradoxon, ha & lenne az egyetlen krétai, vagy ha azt mondana, hogy ,En
mindig hazudok”.

A ,Minden altalanositas téved.” allitas latszolagos onellentmondésa abban all, hogy maga is egy altalano-
sftas. Vagyis ha igaz az &llitas, akkor téved, azaz nem igaz. Ha viszont nem igaz, akkor csak azt tudjuk
meg, hogy van olyan altalanosités, amely nem téved.

A legkisebb legfeljebb 100 jellel le nem irhato szam” definicié 6nmagéaban ellentmondéasos, mert leirdsahoz
100-nal kevesebb jelet hasznaltunk (a szokozoket is beleértve).

G. A. Biirger Miinchhausen bérorol szolo konyvében olvashatjuk, hogy a bar6 egy alkalommal a sajat
hajanal fogva huzta ki magéat a mocsarbol.

LA lonak négy laba van, mégis megbotlik, igy a legjobb lovast is érheti baleset az ugratasnal. En is majd-
nem rajtavesztettem egyszer. Egy mocsarat akartam atugratni. Elsé pillanatra nem is ttint tal szélesnek.
Sajnos, valojaban sokkal szélesebb volt, ezért a mocsar kozepe tdjan a levegSben visszaforditottam a lova-
mat, igy tértem vissza oda, ahonnét elindultam. Masodszor mar nagyobb lendiilettel ugrattam, de sajnos,
ez az ugréds sem sikeriilt, a tilsé part kdzelében nyakig elmeriiltem a mocsarban. Bizony, az lett volna az
utols6 6ram, ha hirtelen Gtlettel nem bizom magam a karom erejére. Gyorsan és nagy erével megragadtam
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a varkocsomat, ugyanakkor térdem kozé szoritottam a lovamat, konyortelen keménységgel szépen kiran-
tottam magam paripastul a feneketlen sarbol. Nem tagadom, forré percek voltak, de végiil is szerencsésen
megmenekiiltem.”

Ebben az esetben fizikai ,paradoxonrol” van szo6, a fizika torvényei szerint lehetetlen, hogy valaki felemelje
sajat magat.

A koznyelv az eldonthetetlen szituaciok prototipusaként hasznalja a ,Mi volt el6bb: a tyuk vagy a
(tyuk)tojas?” kérdést. Ha a tyuktojas olyan tojas, amelyet tyik tojt, akkor elbb tytuk kellett a tojas-
hoz. Ha viszont a tyiktojas az olyan tojas, amelybdl tyuk kelt ki, akkor el6bb tojasnak kellett lennie. Ez
a probléma végss soron paradoxon, mert a tyuk-tytktojas egymasra vonatkozd fogalmak.

Paradoxon nem csupan egy allitas lehet, hanem allitasok olyan rendszere, amely ellentmondast tartalmaz.
Ekkor az egymaésra épiil6 mondatok énmagukban nem feltétleniil ellentmondasosak, de az egész rendszer
az. Példaul az ,Ez az &llitds hamis” tipust paradoxon kétmondatos valtozata:

(1) A koévetkezs mondat hamis.

(2) Az el6z6 mondat igaz.

Onmagaban barmi lehetne az (1) vagy (2) mondatok igazsagtartalma. Ha azonban a (2) mondatot ,behe-
lyettesitjiik” az (1)-be, akkor kideriil a paradoxon: ,Az a mondat, hogy » Ez a mondat igaz«, hamis”.

A koznapi szohasznalatban az igaz allitas és az igazmondéas, valamint a hamis allitas és a hazugsag parban
jarnak, a tévedés alatt pedig a jo szandékn hibazast értjiik. Pedig az igazmondés eredménye nem feltétlentil
igaz allitas és a hazugsag sem biztos, hogy hamis allitdsra vezet. Ha azt hiszem, hogy ma kedd van (bar
szerda van), akkor — a legjobb tudasom szerint igazat mondok — a tévedésem miatt hamis allitast mondhatok
(nevezetesen azt, hogy kedd van). Megtévesztési szandékkal mondhatok igazat is (nevezetesen azt allitom,
hogy szerda van, holott meggy&z6désem szerint kedd van). Ha tévedek, akkor — bar igazat akarok mondani
— hamis allitast mondok. Es ha hamis allitast akarok mondani — mikdzben tévedek —, akkor lehet, hogy

véletleniil mégis igaz allitast mondok.

A szemiink &ltal kozvetitett paradox helyzetek, az optikai csalédasok és csalasok azért olyan fontosak,
mert a kiilvilagrol szerzett informéaciok tulnyomo részét a latas kozvetiti. A ,nem hisz a sajat szemének”
sz6las a meglepetés, hitetlenkedés kifejezésére is szolgal. Eppen ezért érdemes olyan szituaciokat targyalni
a matematika 6ran, amikor nem hihetiink a sajat szemiinknek.

Bertrand Russel a vilag legGszintébb emberének tartotta baratjat, G. E. Moore filozofust. Egyszer meg-
kérdezte téle: ,Hazudott on valaha?”  Igen.” — valaszolta Moore. Russel szerint ez volt Moore egyetlen
hazugsaga életében.

Modszertani feladat:

Allapitsa meg, hogy az itt kovetkezs példakban latszolagos ellentmondésrol vagy valodi paradoxonrol van-e
sz0! Keressen magyarazatot, illetve feloldast!
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V.1. A lehetetlen kocka (M. C. Esher)

7

/

Megjegyzés: Ha feliilrsl néztink ra, ugy érezziik, hogy a feliilrsl néziink egy élvazas téglatestre (vagy kocka-
ra), alulrol pedig ugy érezziik, hogy az als6 lap latszik. Ha kiigazitjuk a lathato és takart éleket, mar nem
is olyan érdekes, egy kozonséges téglatest kétdimenzids abrazolasat kapjuk:

V.2. A lehetetlen haromszog.

L

Megjegyzések: Ha abbol indulunk ki, hogy az &brén szakaszok és satirozott sikrészek vannak, akkor egy
érdekes, harmadrendben forgasszimmetrikus alakzatot latunk. Ha azonban tugy néziink ra, mint egy tér-
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beli alakzat kétdimenzids vetiiletére, amelyen tonusokkal és takarasokkal ,megkonnyitették” a lathatosagi
viszonyok észlelését, akkor ellentmondésra jutunk. Lokalisan vizsgalva minden rendben van, végig tudjuk
kovetni az emelkedést és a siillyedést a rudak mentén. 3 darab egybevagd négyzetes oszlopot véliink latni,
csak éppen furcsan viselkedik, folyamatosan tavolodik téliink és a hozzank legkézelebbi pontba tér vissza.
Az ellentmondas feloldhato, ha példaul nem egyenes hasabokrol van szo:

Forras: https://www.youtube.com/watch?v=gqaJzvbygrE

Kevésbé egzotikus, de a napi matematika tananyaghoz kozelebb all az a feloldas, hogy nem talalkoznak
a térben elhelyezkeds elemek, csak tgy latszik a vetiiletben. Egy ABCDA’B'C’ D’ kockat dgy tartjuk a
képsik f6lé, hogy az AC’ testatlé merdleges a képsikra. Ekkor a merdleges vetiileten A és C’ egybeesik
és az ACDC' térbeli toérdttvonal egy szabélyos haromszognek latszik. Sokan készitettek olyan palcika-,
vagy radmodellt, amellyel ezt szemléltetik. A bal oldali foton a jo szoghdl fényképezett test lathato, a jobb
oldaliba berajzoltuk a ,csalas” helyét, a valésdgban nem ér Ossze a két rad.

Al’

B D’
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V.3. Keletkezett egy egységnégyzetnyi teriilet?

Egy 8 x 8-as négyzetet szétdarabolunk két trapézra és két haromszogre, majd a darabokbol sszeillesztiink
egy b x 13-as téglalapot. Az egyik 64, a masik 65 kis négyzetbdl 4ll. Honnan keletkezett még egy négyzetnyi
teriilet?

Megjegyzések: Nézziik meg tiizetesebben a téglalap atlojat! Ha a négyzetben berajzolt atlos szakaszokat
atmésolnank a téglalapba, azok csak kozelitenék az atlot, de nem alkotnanak egyenes szakaszt, hiszen a
meredekségiik kiilonb6z§. Beliil egy paralelogramma alaku rés keletkezik, amelynek teriilete éppen egy kis
négyzetnyi. Kinagyitva:

Vegyiik észre, hogy a négyzet darabolasakor a 3 : 5 ardny éppen az Fy és F5 Fibonacci-szamok aranyal

Ha szomszédos Fibonacci-szamok aranyaban anal6g moédon darabolunk egy négyzetet, akkor a téglalappa
alakitaskor egységnyi teriiletii atfedés vagy rés keletkezik.

Erdekességként felvethets az a kérdés, hogy milyen aranyt felosztas esetén jonne ki tényleg téglalap. (Eppen
az aranymetszésnek megfelel§ aranyban.)

V.4. Végtelen sok ikerprim van?

Eukleidész az 6korban bebizonyitotta, hogy végtelen sok primszam van. Eukleidész indirekt bizonyitasa
szerint feltessziik, hogy csak véges sok primszam van. Ezek szorzatdnal 1-gyel nagyobb szam relativ prim
minden, a szorzatban szerepls primhez, ezért léteznie kell az eddigiektdl kiillonb6z6 primnek. Vagyis ellent-
mondasra vezetett az a feltételezés, hogy az Gsszes primet felsoroltuk. Ebbdl kovetkezik, hogy végtelen sok
primszam van.

Ikerprimnek nevezziik azokat a primszampérokat, amelyek kiilonbsége 2. Jelenleg nem ismert, hogy véges-e
vagy végtelen ezen szampérok szama.

Eukleidész bizonyitasanak mintéjara ,igazoljuk”, hogy végtelen sok ikerprim szampér van: Feltessziik, hogy
véges sok ikerprim szampéar van. A legnagyobb ikerprim szampéar nagyobbik tagjaig 6sszeszorozzuk az 6sszes
primet. Ha ehhez egyrészt hozzidadunk 1-et, masrészt elvesziink beléle 1-et, két olyan szamot kapunk,
amelyek relativ primek minden, a szorzatban szereplé primhez. Tehat két tijabb primet kaptunk, amelyek
kiilonbsége 2, tehat ikerprimek. Ez ellentmond az indirekt feltevésiinknek.

Megjegyzések: Az ikerprimekre leirt ,bizonyitas” Eukleidész bizonyitasdnak azt a téves értelmezését tartal-
mazza, hogy a szorzatnal 1-gyel nagyobb (kisebb) szam maga az tjabb prim. Holott csak annyi kovetkezik,
hogy mindkét szamhoz léteznie kell az indirekt feltevés szerint felsorolt primektdsl kiillonb6z6 primoszténak,
mert minden 1-nél nagyobb egész szamnak van primosztoja.



62 V. FEJEZET. PARADOXONOK

A primszamok szdmara vonatkozo6 bizonyités ebben az értelemben helyes, az ikerprimekre vonatkoz6 azon-
ban nem.

V.5. Hamis allitasboél barmit lehet bizonyitani

Egy mult szazadi torténet szerint egy matematikus tjsagirok el6tt kijelentette, hogy hamis allitdsbol barmit
be tud bizonyitani. Az egyik ujsagiré kétkedve fogadta az allitdsat, és azt mondta.

,Ha ez igaz, akkor abbdl, hogy 1 = 2 azt is be tudja bizonyitani, hogy én vagyok a romai papa.”

,Valoban.” — valaszolt a matematikus. — ,Ha ugyanis 6nt és a romai papat bezarjuk egy (el6zbleg {ires)
szobaba, akkor az ott taldlhaté emberek szama 2, mivel azonban 1 = 2, 6n és a romai papa egy és ugyanaz
az ember.”

Megjegyzések: Az anekdotabol annyit érdemes komolyan venni, hogy hamis &llitasbol barmit (még igaz
allitast is) levezethetiink.

Példaul igaz-e, hogy

a) ha 1 =2, akkor 1 =17

b) ha 1 =2, akkor n = k minden n és k természetes szamra?
¢) ha 1 =2, akkor 1 > 2 (és mivel 1 < 2, igy 1 # 2)?

Meggondoldasok: a) Ha 1 = 2, akkor nullaval szorozva: 0 = 0 (ez igaz allitas), mindkét oldalhoz 1-et adva
1=1.b)Hal=2 akkor 0 = 1, akkor 0 = k — n, igy n = k. ¢) Ha 1 = 2, akkor b) alapjan: 1 = 3,
2 <3 =1, vagyis 2 < 1.
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