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A matematikatanulas pszichologiai alapjai

Tanulas optimalizalhato, ha a tanarok a tanulok szemével értelmezik a tanulast, és
ha a tanulok a tanarok szemeével tekintenek a tanulasra, ugy tekintenek magukra,
mint 6nmaguk tanarara. (Hattie, 2014)

Miel6tt a pszichologiai alapokra térnénk, tekintsuk at, idézzik fel a tanitas- tanulas
fébb céljait, ezuttal a PISA felmérés alapjan.

A TANULAS-TANITAS FOBB CELJAI

A célok alapvet6en megjelennek példaul nemzetkdzi PISA felméréshez hasznalt
kompetencia-rendszerben.

PISA kulcs-kompetenciak
Logikai kovetkeztetések, indoklasok
Problémamegoldas
Modellalkotas
Reprezentaciok
Szimbolikus és technikai elemek alkalmazasa.
Kommunikacio
PISA kompetenciak harom osztalya:
I. Reprodukciok, definiciok, szamitasok

A tanulok ismeretei: tények, reprezentaciok, ekvivalenciak észrevétele, matematikai
objektumok és tulajdonsagok el6hivasa, rutin eljarasok végzése, algoritmusok
alkalmazasa, technikai készségek fejlesztése.

II. Kapcsolatok és integracié a problémamegoldas fejlesztése
céljabol

Tanuléi képessegek: kapcsolatok meglatasa, észrevetele kulonb6z6
problémaallasok, és kulonb6zd témak kozott, informaciok integralasa egyszeri
problémak megoldasa céljabdl. Kulonb6z6 reprezentaciok kapcsolatanak
észrevétele, létrenhozasa, szimbolikus és formalis kifejezések dekddolasa, szaknyelv
hasznalata kapcsolata az anyanyelvvel.

III. Matematizalas, matematikai gondolkodas, altalanositas, belatas,
megértés

Tanuldi képességek: felismerni és megalkotni a szituaciokban meglevé matematikai
lényeget (matematizalni), matematika alkalmazasa problémamegoldasokban, sajat
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modellek és stratégiak elemzése, interpretalasa, kifejlesztése. Matematikai
indoklasok, beleértve a bizonyitasokat és altalanositasokat

TANULAS ELMELETEK
I. Inger-reakcié, megerésitésen alapulé tanulas

Ennek az elméletnek az alapjat allatkisérletek - Pavlov kutyakisérletei illetve
Thorndike éhes macskaval végzett kisérletei - eredményei alkotjak. Mi utobbival
foglalkozunk mivel Pavlov a feltétlen reflex lancolatokat vizsgalta. Az inger-reakcio
tanulas Iényege, hogy az ingerre adott helyes valasz dicsérettel, jutalommal jar, mig
a helytelen valasz, buntetéssel, illetve nehezteléssel. Fontos, hogy egy helyes
asszociacio, kapcsolat alakuljon ki az inger és a ra adott valaszok kozott és ez
automatikussa valjon. Matematikaban példaul a szorzétabla megtanulasa tekinthet6
ilyen jellegl tanulasnak, persze jo, ha ez nem csak mechanikus ismereteket jelent,
hanem lat a tanul6 kapcsolatokat is. Tény, a szorzétabla automatikus ismerete nélkdl
nincs stabil matematikai tudas. A fels6bb osztalyokbdl emlithetjik a nevezetes
szogfuggvények értékeit, a négyzetszamok ismeretét 20-ig, az elsd tiz primszam
ismeretét.

Az elmélet alapelve, hogy a pozitiv valaszra kapott dicséret automatikusan
megerGsiti az asszociaciot az inger és a valasz kozétt, a kettd szorosabban
kapcsolodik egymashoz, nagy az esély, hogy a jévbben is a helyes valaszt fogjak
adni. A blintetés természetesen diszfunkcionalis, azaz az inger és a ra adott rossz
valasz kézotti kapcsolat gyengll és — remélhetbéleg — a jévében nem fordul eld,
emlékezve a neheztelésre. A lényeg tehat a jo valaszok megerdsitése €s a gyenge
valaszok el6fordulasanak gyengitése.

Tanulasi tanacs

Tények, képletek tanulasanal célszerl alkalmazni a See — Say — Cover — Write —
Check moédszert. Nézd meg — Mondd ki — Takard le — ird le — Ellenérizd. Ezt
tobbszor végre kell hajtani, amig a hosszu-tavu memoriaban nem rogz6dott az
ismeret.

Osszefoglalas: A valasz megerdsités lényege egy asszociacié (kapcsolat)
megeroésitése illetve gyengitése. A tanul6é végeredményben passziv befogadédja
a jutalmaknak illetve buntetésnek. A tanar e szerepében a jutalom illetve
buntetés oszt6. Az elmélet az 1900-as évek elején terjedt el, de ma is van



hatasa foként készségek tanitdsanal. Lényege a sok gyakorlas és
szamonkérés. (Drill and practice)

Il. Alakelmélet

F6 képvisel6i Max Wertheimer, Wolfgang Kohler, Kurt Koffka német szarmazasu
pszichologusok. Az iranyzat alapelve: a human tudatossag nem bonthat6 elemeire.
Az észlelésnek szerintuk csak akkor van értelme, ha az egészként foghato fel,
Jathaté”. Az emberi agy holisztikus, analogikus, parhuzamos, torekszik
onszervezésre, az egész nem a részek Osszege. Erzékszerveink forma-alakito
képességét hangsulyozzak, teljes alakzatokra, formakra torekszunk, nem egyenesek
és gorbe vonalak kulonallé egylttesére. Az elmélet szerint a tanulas a jo, hatékony
észlelés eredménye, amely lehetdvé teszi a pontos fogalmak kialakitasat.

Az észleletek rendezésének alapelvei
1. A jo6 forma torvénye.

A pszicholégiai forma a feltételek fuggvényében lesz j6. A forma az észlelés
alapegysége, ha észleliink, akkor egy alakzatot formalunk. Eszlelésiink fiigg a
multbeli tapasztalatainktol.

2. Az alakzat és hattér megkulonboztetésének torvénye

Ismertek olyan képek, melyeken vilagos hattér — sotét alakzat illetve sotét hattér —
vilagos alakzat alapjan kulonb6zé alakzatokat latunk.

3. A kozelség torvénye

Azon dolgokat melyek térben és idében kozel vannak egymashoz, egy csoportként
kezeljuk.

4. Hasonlésag torvénye

Tobb kis és kulonb6z6 mintakat is tartalmazdé mintakban a hasonld kis mintakat
egyutt latjuk és egy alakzatként észleljuk.

5. A zartsag torvénye

Eszlelésiink a hianyzé részeket igyekszik ,kitdlteni”, egységben latni.

és lelés



6. A folytonossag torvenye

Az elv szerint egyszeri megszakitas nélkili vonalakat, mint egy 6nall6 alakzatokként
észleljuk. Lasd AOD gorbe vonalat!

C

B

Polya Gybérgy vilaghird, magyar szarmazasu matematikus, a matematikai
problémamegoldas tanitasanak atyja az alakelmélet hive volt. Szerinte a komplex
problémak megoldasa soran az un. elmélkedés (inkubacio) szakaszaban a megoldas
Otletét keresve gyakran hirtelen ,beugrik” agyunkban a megoldas egésze. (,LAHA”
élmény, HEUREKA megtaléltam élménye). Itt nem csak geometriai alakzatok
tanulmanyozasarol, mentalis transzformaciojarol van sz6, hanem bizonyitasok
holisztikus, teljes egyseégben valo latasarol is. Tanitasi tapasztalatok bizonyitjak,
hogy a bizonyitasok egyes lépéseinek végrehajtasa, latasa nem vezet sok esetben a
bizonyitas semajanak, egészének felfogasarol, egységben latasarol.

1. Feladat

Tanulmanyozza Polya Gyorgy Probléma megoldasi fazisait és egy komplex feladat
megoldasanak elemzésével demonstralja az egyes lépéseket, kérdéseket!

M. (egyéni)
lll. Informacié elsajatitas

Ennél az elméletnél a tanulas azt jelenti, hogy a bejové informaciot hozzaadjuk a
memoriank tartalmahoz. A diak passziv befogado, feladata az informacié megtartasa,
emlékezetbe vésése; a tanar prezentalja az informaciot (el6adas, konyvolvasas,
online prezentacid). Gyakran kozvetit6 modszernek is nevezik, mivel a tanar kozvetiti
az informaciokat és a tanulok befogadjak. Ures edény moddszernek is nevezik, a
tanuld egy ures edény, amit meg kell tolteni. Az 1950-es években volt népszeri, ma
is fontos szerepet jatszik alapvetd tények elsajatitdsaban. Matematikatorténeti
események, téenyek, eérdekességek, matematika a természetben, kddelméleti
erdekességek elsajatitasa ebbe a kategoriaba tartoznak. .

Az iranyzat jeles képviselGje Ebbinghaus, aki el6szor allapitott meg mennyiségi
kapcsolatot a gyakorlas mennyisége és a megtanult anyag mennyisége kozott. Egy
adat: 64 gyakorlas utan korulbelll a tanult anyag 60%-a marad meg. A masik
jelentés eredménye az un. felejtési gorbe. 6 nap utan a tanultak 25%-a, 31 nap utan
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csak 20% marad meg. Osszefoglalva a tanult anyag mennyisége a gyakorlasok
szamatdl és az eltelt id6tdl fugg.

Felejtési gorbék

A kovetkezd abran felejtési gorbéket latunk a tanulas utani ismétlések fuggvényében.
Jol lathato az un. elosztott gyakorlasok, ismétlések hatékonysaga a tomegesitett
gyakorlasokkal szemben. A tudatos tanari tervezésnek még egy honap mulva is
célszer gyakoroltatni a készségeket, eljarasokat, ahogy ezt az alabbi abran is latni
lehet. (Trotsenko, 2014)
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Tanulasi gorbék

A kovetkez6 abrakon néhany tanulasi gorbét lathatunk. Az abran az exponencialis-
tanulasi gorbék (folyamatos) ,hatarértékhez kozelitenek.
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(Learning curve, Wikipedia)
Készségek tanulasa

A készségek elsajatitasanak harom fazisa van: kognitiv, asszociativ és autondm
tanulas. Az els6 rész formalis tanitas, melynek soran a tanuléo a tanar altali
magyarazat és a példak alapjan kialakit egy pontos képzetet az eljarasrol. A masodik
rész az asszociativ szakasz, a tanulé 6sszegydijti és rendezi az informaciokat a tanar
vagy tarsak segitségével, ezért van a szociadlis jelz6. A harmadik szakasz a
leghosszabb, a tanul6 folyamatos gyakorlassal fejleszti a készségét automatikus
szintre.

Aranyokkal kifejezve: 70:20:10 jelenti, hogy korulbelll 10% tanulasi id6 kell a tanulas
soran az adott készség szemantikus felfogasara, megértésére; utana 20% iranyitott
szakasz koOvetkezik, amely el6segiti az eljaras integraciojat, kapcsolodasat a
meglevd ismeretekbe, majd 70% a gyakorlas, reflektalas, sajat ismeretelsajatitas
menedzselése beleértve informalis szocialis tanulast is.

IV. Ismeret konstrukcio

A tanulas mentalis reprezentaciok konstrualasat jelenti, melyekbdl kovetkeztetéseket
lehet levonni. Aktiv tanulas akkor torténik, amikor a tanuld megfelel6 kognitiv
folyamatokban vesz részt. A tanul6 szerepe a prezentalt anyag értelmezése, a tanar
szerepe kognitiv vezetés, a tanuld kognitiv folyamatainak iranyitasa, segitése. Az
1900-as évek végén terjedt el ez az iranyzat és ma is népszerd, f6leg a fogalmak
képzésében és a stratégiak tanitasaban.

Az iranyzat jeles képvisel6je Frederick Bartlett. Szerinte az értelmes tanulas az uj
informacio asszimilalasat jelenti a meglevé sémakba. (Séma- szervezett, rendezett
informaciok koherens mentalis reprezentaciot alkotva). Tanulas nem jon létre, ha
hianyzik a megfelel6 elGismeret (séma), nincs mihez kotni, asszimilalni. A sémaba
valo asszimilacio konstruktiv folyamat, nem egyszer(i hozzaadasa az ismereteknek.
Bartlett szerint az emlékezés egy rekonstrukcios folyamat nem pedig egyszeri
felidézeés.

AZ EMBERI ELME KOGNITiV FELEPITESE: EMLEKEZET STRUKTURAK
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A legtobb agykutatdé elfogadja A. Baddeley angol tudds struktura modelljét:
erzekszervi (szenzoros) emlékezet, munkamemoria, hosszu tavu memoria.

Szenzoros memoria

Erzékszerveinkre masodpercenként hatalmas mennyiségli informéacié hat a
kornyezeti vilagunkbol. Ezek nagyon rovid idejiek és csak azon informacidkat
észleljuk, az kerul a munkamemoriankba, amelyre tudatosan figyelink. Az
ismeretfeldolgozas szempontjabdl a munkamemoéria és a hosszu tavu memoria
jatszik Iényeges szerepet.

Munkamemoria

A munkamemoriaban folyik a tudatos ismeretfeldolgozasi folyamat — felfogas,
megertés, ismeretek rendezése, 0sszehasonlitasa, kritikus gondolkodas, probléma
megoldas, stb. Agyunk munkaasztalanak is nevezzik, ez egy aktiv probléma terulet.
Négy Osszetevbje van: fonologikus tar, vizualis-téri tar, epizodikus tar, centralis
végrehajtd. A fonologikus tar tarolja és ismétlésekkel fenntartja a verbalis, hangi
informaciokat. A vizualis-téri tar a vizualis, képi informacidkat tarolja, az epizodikus
tar 6sszekapcsolja a verbalis és képi informaciokat a kozponti szabalyozo, végrehajto
iranyitasaval és a hosszu tavu memoriabdl vett informacié segitségével. A kbzponti
szabalyozot s(centralis végrehajtd) supervisor-i figyelmi rendszernek is nevezik,
mivel felugyeli, kontrollalja és iranyitja az ismeretfeldolgozasi folyamatot agyunkban.
Munkamemoriank terveket készit, transzformaciés stratégiakat alkalmaz, analdgias
és metaforikus gondolkodas itt torténik, dolgok kozotti kapcsolatokat Iétesit
gondolatban, absztrahal, mentalis reprezentaciokat alkot. A problémamegoldas
soran a tanuloknak egy feladat, probléma vilagos mentalis reprezentaciojat kell
létrehoznia. (A probléma megértése). A megoldasi modszer, stratégia keresése
soran a tanuldnak az kiindulé adatokat, feltételeket, lehetséges megoldasi 1épéseket
és a feladat céljat, kérdését emlékezetben kell tartania (munkamemoria), ezek
figyelembe vételével monitoroznia kell a megoldasi folyamat allasat, el kell vetnie a
hamis Otleteket, ellenériznie kell az eredményeket. EbbdI is lathatd milyen nagy
terhelésnek van kitéve egy tanulé munkamemoriaja a probléma-megoldasi folyamat
soran. Errdl a késdbbiekben részletesen szolunk.

A munkamemoria korlatai

A munkamemodrianak nagyon korlatozott a kapacitasa: Miller ezt 7+2 informacid
egységben hatarozta meg, ennyi Uj informacié egységet tud tarolni a munkamemoria.
Ujabb kutatasok szerint a 41 informéacidegység inkabb koézelit a valésaghoz. Ha
ismeretfeldolgozasi folyamat is torténik, egyszerre csak két-harom szimultan
folyamatra vagyunk képesek. Példaul: tanulas és zenehallgatas, vagy matematikai
probléma megoldas folyamata barmilyen osztalyzajjal zavard lehet sok tanulo
szamara. A memoriank iddkorlatja: egy adott informacié 20-30 masodpercig marad
fenn ismétlés nélkul. (Baddeley, 2005)



Hosszu-taviu memoria

A hosszu-tavu memoria ismereteink tarhaza. Az ismereteket sémakban tarolja. A
sémak mentalis strukturak, segitséglikkel rendezziik és strukturaljuk ismereteinket. A
sémakat a hosszu-tavu memoriabol  hivjuk el6 bizonyos  szituaciok,
problémahelyzetek megértéséhez. A munkamemoriaban hozzuk létre a sémakat,
melyeket integraljuk a hosszu-tavud memoriaban meglévé sémakba. A hosszu-tavu
memaorianak nincsenek kapacitas korlatai, idokorlat sem ismeretes. (Felejtésrél most
nem beszélunk). A munkamemoria é€s hosszu-tavu memoria kapcsolata dontd a
hatékony ismeretszerzési folyamatban. Még a komplex sémak is egy informacio
egységnek szamitanak, igy el6hivasuk a munkamemaoriaba nem kapacitas elfoglalo.
A komplex problémamegoldas nélkulozhetetlen feltétele a sémak automatizalasa,
mivel igy ezek alkalmazasa nem kivan extra munkamemoria kapacitast.

A TANULAS KOGNITiV ELMELETE A METAKOGNITiIV KONTROL ES TANULAS
MOTIVACIO FIGYELEMBEVETELEVEL
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Motivacié és metakognitiv iranyitas

Kognitiv tanulaselmélet modellje a motivacio és metakognitiv kontrol figyelembe
vételével (Mayer, 2011)

A modellel kapcsolatban kiemeljuk a két parhuzamos ismeret feldolgozasi,
elsajatitasi folyamatot: verbalis illetve képi.

Ezek szerint célszerl az informaciokat kétféle reprezentaciés moédban feldolgozni,
igy a munkamemoria kapacitasa megoszlik a két mod kozott, ha egyik telve van,
akkor a masik mod segithet. D6lt betlivel kiemeltuk az alapvetd mentalis
miveleteket: koncentralt figyelem és szelektalas, mentalis rendezés, integralas a
megel6z6 ismeretekbe. Kiemeljik még a motivacio és a metakognicio (sajat tudasrol
valé ismeretek, képességek, tudas) fontossagat a hatékonytanulasban.
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Kognitiv forradalom a felsorolt tudomanyagak integracioja

(Cognitive Science Septagram, Internet)

A fenti abran lathatd, hogy milyen tudomanyterlleteknek van alapvet6 szerepe a
hatékony oktatasban, nevelésben: nyelvészet, agykutatas, filozéfia, pszicholdgia,
antropoldgia, mesterséges intelligencia.

KOGNITIV TERHELESI ELMELET (KTE)

Kognitiv terhelésnek nevezziik a munkamemoériaban az informaciofeldolgozas soran
keletkezett terhelést. A KTE az informaciofeldolgozas okozta kognitiv terheléssel
foglalkozik, annak kdvetkezményeivel, és az oktatasnak a tanulast segit6é hatékony
tervezésével. Alapvetd feltételezései:

1. A munkamemoria kapacitasa nagyon korlatozott.
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Az informacidt a hosszu-tavu memariaban sémak formajaban taroljuk.
Egy séma egyetlen egy informacié egységet jelent az MM szempontjabdl.

A komplex problémak megoldasahoz szikséges a sémak automatizalasa.

o & 0N

Hatékony tanulas alapkovetelménye az aktiv, tudatos ismeretfeldolgozas az
MM-ben.

A kognitiv terhelés fajtai
Belsé (lenyegi) kognitiv terhelés (Intrinsic Cognitive Load)

Ez a terhelés nem befolyasolhatd, a probléma elemei kozotti kapcsolatoktol fugg,
melyeket szimultan kell az informacié feldolgozasi folyamatban kezelni. Példaul
szOoveges feladatok megoldasanal a probléma szdvegének olvasasa, kiemelve a
probléma kiindulé adatait, kérdését, a megoldasi folyamatban szikséges helyzetek
és lehetséges I|épések kapcsolata jelenti a feladatbdl adddd belsé terhelést.
Tekintsuk a kovetkez6 feladatot: Péter 1000 kétetes kbnyvtara magyar, angol és
német nyelvii kényvekbdl all. A kbnyvek p%-a magyar nyelvii, az idegen nyelvi
kényvek p%-a angol nyelvi, német nyelvii kbnyv mindéssze 10 db van. Hatarozzuk
meg a magyar és az angol nyelvi kbnyvek szamat.

Az elemek kozotti kapcsolatot egyrészt a kulonbozé nyelvi konyvek Osszege, az
egesz eés a részek kapcsolata, a magyar nyelvi kdnyvek az 6sszes konyv p%-at, mig
az angol nyelvi konyvek a maradék p%-at jelentik. E feladat mentalis
reprezentaciojat a fenti kapcsolatok felismerése jelenti. Tobb tanulé6 szamara a p
paraméter gondoz okot, nekik el6szor konkrét szazalékeértékkel célszerli megoldatni
a feladatot. Mivel ez emeltszintl érettségire szant feladat, ilyen szinten elvarhato
kovetelmény a szazalékszamitasi alaptipusok automatikus ismerete. A konkrét
adatok a paraméteres feladat belsé (Iényegi) kognitiv terhelését csokkentik.

Kiils6 kognitiv terhelés (Extraneous CL)

Az informacio prezentalasanak modjatél fugg, amely tartalmazhat a tanulandé anyag
szempontjabol felesleges informaciokat peéldaul hattérzene, tarsak beszélgetése,
tovabba abrak és szovegek elhelyezése is nehezitheti a feldolgozast, ha abra egyik
oldalon, mig a hozzatartozo szoveg a kovetkez6 oldalon van. Meglepd, de sok tanulo
véleménye szerint a matematika tanarok tul sokat, sokszor munkajukat zavaréan
beszélnek. Ezt tobbnyire segit6 szandékkal teszik, példaul a tanulok egyéni
feladatmegoldasanal oOtleteket, javaslatokat tesznek hangosan, ezzel a sajat
gondolataiban elmeril6 tanuldkat megzavarhatjak. Kirschner irja: ,Mivel a tamogato
informacio tipikusan magas elemek kézti interaktivitast jelent, ezért nem célszeri
egyeni feladatmegoldas kbzben ilyet k6zblni. Egy feladat megoldasan dolgozni és
kbzben a segit6 informaciora is figyelve ez szinte biztosan kognitiv tulterhelést jelent
Sok tanulé szamara. Ezért a tamogato Otleteket, sémakat legjobb kbézvetlenil a
probléma kitlizése utan adni, igy a tanulok elére meg tudnak konstrualni egy kognitiv
sémat, amit a hosszu-tavu memoriajukban tarolnak és a feladatmegoldas kézben elé
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tudjak hivni, ha sziikséges a munkamemoriajukba. Ez kisebb kognitiv terheléssel jar,
mint a feladatmegoldas kbzben adott informacio” (Kirschner, 2009)

A fenti konyvtaras feladatban példaul noveli a kognitiv terhelést, ha a feladat
szovegének egyik része egyik oldal aljan, a folytatas lapozas utan a masik oldal
tetején van.

Generativ kognitiv terhelés (Germane CL)

A tanulas szempontjabol donté tényezd, a sémak elsajatitasahoz és
automatizalasahoz szikséges munkamemoéria kapacitast jelenti. F6 funkcidja a
problémaadatok kapcsolatanak beépitése, integralasa a hosszu-tavua memdriaban
tarolt sémak segitségével. A fenti szOveges feladat tobbféle kontextusban tizhet6 ki:
egy adott témakorben komplex feladatmegoldas gyakorlasakeént illetve ellenérzési
céllal, tanult ismeretek kontrolljaként. Ha problémamegoldas fejlesztése a cél, akkor
a feladat sémajat fontos, hogy jegyezzék meg a tanulok: egy ismeretlennel — példaul
p Szazalék - fejezziik ki a kbnyvallomanyokat, 6sszeadva megkapjuk a teljes
allomanyt.

A kognitiv terhelés a harom fenti terhelés osszege. Mivel a tanitas soran a
belsé kognitiv terhelés nem valtoztathato, a kiils6 terhelést kell minimalisra
csokkenteni, hogy maradjon kapacitds a generativ terhelésre, a séma
kialakitasara, elsajatitasara.

Ugy tiinik, hogy a séma konstrukcié. séma integracié és séma automatizalas
munkamemoriara gyakorolt kognitiv terhel6 hatasa megmagyarazza a tanulék
tapasztalatai, képességei és tartalmi ismeretei kozotti kiilonbségeket. Hatékony
tanitas tervezésekor messzemenden figyelembe kell venni a lehetséges
kognitiv terheléseket.

KOGNITIV TERHELES MERESE

Nem egyszeri probléma a kognitiv terhelésnek a mérése, egyértelmien elfogadott
modszer nincs. Harom kulonb6z6 mérési modszer |étezik.

Szubjektiv értékelés

A tanuloknak egy adott tananyag elsajatitasa, adott probléma megoldasa utan egy
tobbfokozatu skala alapjan kell kinyilvanitaniuk milyen terhelést okozott nekik az
adott feldolgozas, mennyire nehéznek talaljak azt. Gyakori a hatfokozatu skala,
amelynek az elején 1 jelenti a nagyon megterhel6, nehéz, a 2 jelenti a nehéz, 3-4
lehet a kdzepes terhelés két fokozata, mig 5 a konnyd illetve 6 a nagyon konny(
mingsitést jelenti. A nevében is benne van, hogy ez az értékelés er6sen szubjektiv
jellegli, de a leggyakoribb, mivel nem kivan kulonosebb eszkdzoket, célszeri, ha a
tanarok hasznaljak osztalyaikban, hiszen a matematikai probléma-megoldas sok
tanuldnak kulonosen nagy terhelést okozhat.

Fiziologiai értékelés

A tanuldk szem mozgasanak illetve szivritmusanak mérése. Eszkodzigényes,
osztalykeretek kozott nehezen alkalmazhaté tudomanyos igénnyel.

Kettés feladat terhelés
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Az ismeret elsajatitonak a f6 feladat mellett egy masodlagos feladatot is meg kell
oldania. A f6 feladat megoldasi teljesitménye mellett a masodlagos feladaton nyujtott
teljesitményt is vizsgaljak és a kett6 alapjan kovetkeztetnek a kognitiv terhelésre. Ez
is inkabb a kutatd szakemberek eszkoze, gyakorlati tanitas soran nehéz kivitelezni.

KOGNITiV TERHELES ES A PROBLEMAMEGOLDAS

Sokat hivatkozunk Polya Gyorgyre a matematikai probléma megoldas tanitasanak
atyjara, vilaghirG képvisel6jére. ,A gondolkodas iskolaja” cimi konyve 1945-ben
jelent meg angolul, magyarul pedig mar 1957-ben. ,A problémamegoldas iskolaja”
els6 kotete1962-ben, a masodik kotet 1965-ben jelent meg Amerikaban. Magyarul
1967 illetve 1968-ban jelent meg e két munka. Azdéta sok elnevezése van azon
matematikatanitasi iranyzatoknak, melyeknek kozéppontjaban a matematikai
problémak o6nallé tanuléi megoldasa all. Problémaorientalt matematikaoktatas,
felfedeztetd tanitas, kisérletezésen, vizsgalédason alapuld tanulas, tanitas (inquiry
based teaching), konstruktivista tanitasi iranyzat. K6zos ezen felfogasokban, hogy a
kozéppontban a problémak allnak és a tanuloknak teljesen 6nalléan vagy nagyon
minimalis tanari segitséggel kell megoldani azokat.

Mi a probléma ezen felfogasokkal? Két iranybdl kozelitjluk meg a valaszt. Az els6 a
tanulaskisérleti tapasztalatok, eredmények elemzése. A tudomanyos igényi
kisérletek egyértelmlen bizonyitottak, hogy a minimalis vezetés a tanulok dont6
tdbbsége szamara nem hatékony. Erdemes idézni Sweller, Clark, Kirschner
.,Mathematical Ability Relies on Knowledge, Too” cikkét: ,Sok pedagogiai szakember
allitia, hogy a probléemamegoldoé stratégiak nem csak tanulhatok és tanithatok,
hanem kritikus alapjat képezik a matematikai tudasnak. A legjobb példa erre Polya
Gyérgy munkéassaga volt. O tébbféle altalénos problémamegoldé stratégiat elemzett,
mint példaul ,Gondolj egy analog, relevans problémara, el6szér oldd meg azt, azutan
analbg modon az eredeti problemat”. A masik ,Gondolj egy egyszeriibb
részproblémara és terjeszd ki a megoldast a teljes a problémara!” Polya példai a
problémamegoldd stratégiak demonstralasara nagyon szépek, az & hatasa
kétségtelen a probléma-megoldas tanitasara. Mindazonaltal egy fél évszazad alatt
nem tértént olyan szisztematikus kutatas, amely egyértelmiien demonstralta volna az
altalanos probléma megoldo stratégiak tanitasanak hatékonysagat. Lehet persze
tanitani altalanos stratégiakat, de nincs véletlenszeri kivalasztason alapulo,
ellenérzott kisérlet, mely bizonyitana az ilyen jellegl oktatas hatékonyabb voltat.”
(Sweller etc. 2010-2011)

Természetesen figyelembe kell vennlnk, hogy a kognitiv terhelési elmélet a mult
szazad végén keletkezett, Polya pedig a mult szazad kozepén alkotott, amikor szé
sem volt a munkamemoria korlatozottsagarol, és egyénenkénti nagy kulonbseégeirdl.
Ha medgfigyeljuk Pdlya irasait, tanacsait, azokban a tehetséges tanulok vannak a
kozéppontban. Karteszi Ferenc professzor mondta valahol Podlya probléma
megoldasi konyveirél. ,Az idésebb Polya leirta, hogy a tehetséges, fiatal Polya
hogyan fedezte fel a matematikat” Karteszi professzor az atlagos tanulok
matematikaoktatasaval kapcsolatban is hivatkozott Podlyara. Egy magyarorszagi
interjuban Polya a kovetkezd kérdésre: Ha némelyik diak érdeklédése a szép
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problémak, a felfedezteté modszer segitségével sem ébred fol, mit kell tenni? azt
valaszolta: ,Nézze, szerintem bizonyos értelemben a tanar is kereskedd, aki jelen
esetben matematikat akar eladni az egészen mas irant érdekl6dé fiataloknak. Ha
nem tudja eladni az arujat, nem harithatja a vevére a kudarcot, mert ahogy mondjak
»,mindig a vevének van igaza”. Igaza lehet a diaknak is, akit a vilag latvanyos, bizarr
dolgai, vagy a nemiség problémai jobban érdekelnek, mint a ,szaraz” matematika.
Eppen ezért a tanarnak nagyon kell iigyelnie a feladat, a probléma megvélasztéaséra
és a talalas modjara. Olyan feladatokkal kell a diakot a maga boltjaba becsalogatnia,
amelyek az életbdl valok, hozzaillenek érdeklbdésiikhbz, amelyek erbszak nélkdil,
természetes modon serkentik 6ket az 6nallo6 munkara. Mar a kérdésfeltevésiink is
olyan legyen, hogy félébressze a diakok ,vasarlasi kedvét” fblajzza bennlik a szellemi
kaland izgalmat”’(Karteszi, 1980) Kezdd tanarként vidéki kisvaros kertészeti
szakkozépiskolajaban bizony nem tudtam ezen elveket alkalmazni. Az alabbiakban a
kognitiv pszichologia mai eredményi, féként a kognitiv terhelési elmélet kutatasai
alapjan megprobalunk az atlagos tanulé szamara is alkalmazhaté moddszereket
elemezni.

A problémamegoldas soran ajanlott minimalis vezetés sikertelenségének masik oka
az emberi megismerd rendszer felépitésén alapszik. Ezt elemeztik a korabbiakban,
de még visszatérunk ra.

Mi a probléma a minimalis vezetés, felfedeztetés osztalykeretben valo
alkalmazéasakor?

1. Gyakran csak egy-két kivalo tanulo tudja megoldani a problémat.

2. Sok tanul6é frusztralt lesz, mivel képtelen valamire valé megoldasi Iépést
talalni. Van aki foladja, masok mechanikusan lemasoljak a jo tanul6 altal ismertetett
megoldast, anélkul, hogy megértenék azt.

3. Vannak tanulok, akik talalnak valamiféle megoldast, ugy vélik az helyes
megoldas, holott hibas, ez megmaradhat az emlékezetikben az adott problémahoz
asszocialodva, zavarva ezzel a késébbi tanulast. Az emlékezet olyan, hogy hiaba
mutattak meg a helyes megoldast, a tanuléban az 6 sajat ,megoldasa” marad meg.

4. Ha minden tanulé valamiféleképpen eljutott is a megoldashoz, ha az id6faktort
nézzuk a teljes iranyitas sokkal hatékonyabb. Ha egy anyag 25 perc tanari
demonstracidval tanithatd, amelyet 15 perces gyakorlas kovet tanari visszajelzéssel,
ugyanez ez eredmeény tobb tanorat kivan felfedeztetéses tanitassal.

5. A minimalisan vezetett tanitds nagyon megnovelheti az osztalyban levd
tanuldk kozotti szintklulonbségeket.

Konstruktivizmus, mint tanulaselmélet illetve tanitaselmélet.

Sok kutaté atviszi mechanikusan a konstruktiv tanulaselméletet, mint el6irast a
tanitasra. A konstruktiv tanulaselmélet szerint a tanulonak sajatmaganak Kkell
megkonstrualnia a bejové informacio, ismeret mentalis reprezentaciojat. Ez torténhet
egy konyv, internetszoveg olvasasa, tanulmanyozasa réveén, tanari el6adas,
magyarazat segitségével, tanari demonstracid, kisérlet magyarazattal kovetett
bemutatasa révén. A lényeg, hogy a tanuld6 megkonstrualja az ismeret, tudas belsd,
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mentalis reprezentaciojat. A legtobb tanuld képtelen iranyitas, segités nélkdl
megtenni ezt.

Kognitiv terhelés a problémamegoldas soran

A problémahelyzetek, allasok és a lehetséges megoldasi lépéseket el6szor De Groot
vizsgalta sakkjatékosok megfigyelésével. A tapasztalt sakkjatékosok a
memoriajukban kulonboztek kezddktél. Az emlékezetukben tobb ezer sakkallas van
tarolva a helyzetekhez kapcsolodo j6 megoldasi lépésekkel.

Sweller és tarsai a sakkjaték analogigjara kidolgoztak elméletiket a matematikai
problémamegoldasra is. Véleményuk szerint a problémamegoldoknak rendelkeznituk
kell sok problémahelyzet, problémaallas és az azokhoz tartozé helyes megoldasi
lépések sémajaval, és azokat a megfelel6 problémak azonositasa utan aktivizalni is
tudnak. Ezek a probléma-megoldasi sémak terulet specifikusak. (algebra,
trigonometria stb.) Ha egy tanuld6 nem rendelkezik a problémanak megfelel6
megoldasi sémakkal, a proba-szerencse, esetleges probalkozasok modszerét
kénytelen alkalmazni, ami komolyan leterheli a munkamemoéria kapacitasat. Mi a
kiindulasi helyzet, mik az adatok és feltételek? Mit keresunk? Milyen megoldasi
modszerek, lépések jOhetnek szamitasba? Ha elértunk valahova, j6 az irany? Mi
lehet a kovetkezé lépés, kdzelebb kerulunk a célhoz vele?

Gyakran el6fordul, hogy bar a feladatot megoldja a tanuld, megtalalja a kérdésre a
helyes valaszt, de a megoldas sémajanak rogzitésére a hosszu tavu memoriaban
mar nem kerul sor a nagy kognitiv terhelés miatt, pedig a cél nem a kapott, konkrét
eredmény, hanem a probléma megoldasat lehetévé tevé megoldasi séma beépitése
a hosszu tavu memdériaba, hogy a jovében is aktivizalni, alkalmazni lehessen.

Otven éves matematikatanitasi tapasztalatunk alapjan az a hatarozott vélemeényiink,
hogy egy uj témat, osszetett problémat kezd6fokon tanulé szamara a teljes iranyitas
hatékonyabb, mint a minimalis vezetés. Természetesen a kiemelkedd tanuldk
szamra sok esetben inkabb zavaré a vezetés, 6k oOnalléan meg tudjak oldani a
problémat (Expertise reversal effect).

KOGNITiIV TERHELEST CSOKKENTO TANITASI MODSZEREK
Nyitott problémak alkalmazasa a matematikatanitasban (Goal free problems, Open-
ended problems)

Az olyan problémak megoldasanal ahol tobb megoldasi 1épés egymasutanja
szukséges a cél eléréséig, sok tanuldé nem tud elindulni. Az ilyen problémak
hagyomanyosan zart formaban vannak megfogalmazva ( ,Szamitsd ki..., bizonyitsd
be..., szerkeszd meg...”). A legtobb feladat a magyar matematika tankonyvekben,
feladatgyijteményekben zart formaju. A KTE szerint célszerlibb nyitott formaban
kitizni a feladatokat, igy nem kényszerulnek hosszu keresgélésre, probalgatasra a
tanulok, hanem az adatok alapjan meghataroznak kozvetlenul egy tovabbi adatot.

Példa: ,Egy haromszbg két oldala 5 illetve 6 egység hosszu, a révidebb oldallal
szemkozti sz6g 45°. Hatarozzuk meg a haromszég teriiletét!” Zart forma helyett
célszerl a kovetkez6 formaban kitlzni: ,Egy haromszdg két oldala 5 illetve 6 egység
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hosszu, a révidebb oldallal szemkézti sz6g 45°. Add meg a haromszég azon tovabbi
adatait, amelyeket meg tudsz hatarozni!”

Az els6 esetben a keresés tulzottan megterhelheti a munkamemoriat, mivel nincs
kozvetlen séma ezen adatokbdl a terllet meghatarozasara. A masodik esetben
konnyebben aktivizalddik a két oldal és egyikkel szembeni szogre fokuszalva a
szinusztétel alkalmazasa a masik oldallal szemkézti sz6g kiszamitasara. igy maga a
séma asszociacioja a problémahelyzethez er6sebben kotédik. Nincs tavolabbi cél,
hanem az adatokbol egy kovetkeztetési lépés. Folytatva a feladatot tovabbi
egylépéses sémak alkalmazasa kovetkezik: a harmadik sz6g kiszamitasa,
trigonometrikus teriiletképlet alkalmazasa. igy adédik harom részséma egymas utani
alkalmazasabol egy Osszetett séma: hogyan hatarozhatjuk meg a haromszog
teruletét két oldal és az egyikkel szemkozti szog ismeretében. Ez a fontos, nem az,
hogy hany egység lett a terulet!

Néhany zart feladat magyar matematika feladatgydijtemenyekbdl.

1. Harom egész szam O0sszege 1994. Ezen szamok szorzata végzédhet-e 1- re?
(5. osztaly)

2. Ot egymast kovetd paratlan szam 6sszegébél levonjuk a kozottik levd paros
szamok 0sszeget, igy 55 marad. Melyek ezek a paratlan szamok? (5. osztaly)

3. Van-e hat olyan egymas utan kovetkez6 egész szam, melyeket szét lehet
osztani két csoportba ugy, hogy mindegyik csoportban ugyanannyi legyen a szamok
0sszege? (7. osztaly)

4. Osszeadtunk 1996 darab egymast kdvetd egész szamot.
a. Lehet-e az 6sszeguk 1996-tal oszthato?
b. Lehet-e az 6sszeguk 1995-tel oszthato?

Ha igen irj ra példat, ha nem, indokold meg allitasodat!(8. osztaly)

5. FOl lehet-e osztani egy négyzetet 2015 darab négyzetre atfedés és hianyzo
részek nélkul? (Hatodik osztalytol kezdve)

6. Két természetes szam négyzetének kulonbsége 1999. Melyik ez a két szam?
(8. osztaly)

7. Bizonyitsuk be: Ha négy egymas utani természetes szam szorzatahoz 1-et
adunk, eredményul egy négyzetszamot kapunk. (Szlovakia kozépiskolai
versenyfeladat, Magyarorszag, Romania egyetemi irasbeli felvételi feladat)

Az utolsé feladat elemzésével részletesen foglalkozunk majd.

A fenti feladatok (kivanatos) nyitott valtozatai:

1. Valassz ki harom tetszbleges egész szamot, add 6ssze 6ket és vizsgald az
0sszeg utolso jegyét. Tobb esetet vizsgalj meg! Vizsgald az 6sszeadanddkat paritas
szempontjabal is! Mit veszel észre?

2. Valassz ki 6t egymas utani paratlan szamot, az 6sszegukbdl vond ki a koztuk
levd paros szamok Osszegét. Mit tapasztalsz? Tobb esetet is vizsgalj meg! Kezdd kis
szamokkal!
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3. Valassz ki hat egymast kovet6 egész szamot. Probald szétosztani keét
csoportra 6ket ugy, hogy az Osszeguk egyenl6 legyen! Kezdd kis szamokkal!
Tapasztalataidat jegyezd le!

4. Adj 6ssze 6, (7, 8, 9) egymast kovetd egész szamot. Lehet-e az 6sszeguk 6-
tal (7-tel, 8-cal, 9-cel) oszthat6? Lehet-e az Osszeguk 5-tel (6-tal, 7-tel, 8-cal)
oszthat6? Miért?

5. Prébalj felosztani egy négyzetet annyi négyzetre atfedés és Ures rész
kimaradasa nélkul, amennyire tudsz! Kezdd kis szamokkal! Probal;
szabalyszerlséget keresni!

6. Vizsgald két természetes szam négyzetének a kulonbségét konkrét
szamokkal! Bontsd fOl szorzatra a kuldnbséget és vizsgald a szorzatokat a két
szamhoz viszonyitva! Mit tapasztalsz?

7. Valassz ki négy egymas utani természetes szamot, a szorzatukhoz adj 1-et!
Végezd el tobb esetben ezt a tevékenységet! Vizsgald a kapott eredményeket! Mit
tapasztalsz? Sejtésedet altalanositsd! Bizonyitsd be sejtésedet!

A hetedik feladat vizsgalata

* A zart valtozat és néhany megoldasa
Bizonyitsuk be: Ha négy egymas utani természetes szam szorzatahoz 1-et
adunk, eredményiil egy négyzetszamot kapunk!

1. Szlovakiai megoldas. (Olah, 1999)
Legyen a egy tetszbleges természetes szam, mely nagyobb mint 2. Akkor a-2, a-1, a,
a+1 a szoban forgd négy természetes szam. Jeldljuk a négy szam szorzatat N-nel.
Bebizonyitjuk, hogy N+1 négyzetszam.
N+1= (a-2)@1)a@+1) + 1 = (2 -afl@a-20a+1)]+1= (a* -a|la® -a)-2]+1=

(a2 —a)2 —2(a2 —a)+1 = (a2 —a—l)2

a)2 esetén a’-a-1=ala-1)-11, amib8l kévetkezik, hogy a’-a-1legy
természetes szam.

,H0 de matematikus megoldas!” mondta egy kdzépiskolas tanitvanyom a megoldast
kommentalva.
2. megoldas

Dezs6 Gabor, Babes Bolyai Egyetem Kolozsvar.
Természetesen szimmetriat kell alkalmaznunk. Legyen a négy természetes szam a-
2, a-1, a, a+1. Jeldljuk x-szel a szamegyenesen a négy szam ,k6zéppontjat™:

1
X=a-—.
2

o o . . . 3 1 1 3
Fejezzuk ki x segitségével a négy természetes szamot: x - E’x - 5,x + E,x + 5

Vizsgaljuk a 1-gyel megnovelt szorzatukat:
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innen x = a _% behelyettesitéssel adodik: (x2 _ %) = (a>—a-1)

ami a = 2 esetén egy egész szamot ad.

3. megoldas
Legyen a négy egymas utani természetes szam n, n+1, n+2, n+3. a kérdéses szam
legyen N.

N=n(n+1)n+2)n+3)+1=n" +6n +11n> +6n+1

E kifejezésrdl kell belatni, hogy egy négyzetes kifejezés.
Atlagos tanuldknak még két tag négyzetének felismerése is gondot okoz, nem hogy
tobbtagu 0sszeg négyzetének felismerése. Jo tanulok rendelkeznek a haromtagu
kifejezés négyzetének formulajaval, viszonylag hamar megtalaljak a helyes
kifejezést, amelynek négyzete N.
Egy nyari matematikai taborban egy finn tanuld bevitte programozhaté zsebszamold
gépebe N kifejezését, majd a ,Factorize” parancs segitségével pillanatok alatt
mutatta a négyzetes kifejezést, természetesen széles mosoly kiséretében. Végig kell
gondolni a szamolo és szamitd gépek alkalmazasi lehetbségeit.

* A nyitott valtozat és elemzése
Valassz ki négy egymas utani természetes szamot, a szorzatukhoz adj 1-et!
Végezd el tobb esetben ezt a tevékenységet! Vizsgald a kapott eredményeket!
Mit tapasztalsz? Sejtésedet altalanositsd! Bizonyitsd be sejtésedet!

A tanuldk tobbsége a kozépiskolaban mar megszokja, hogy célszeri kis szamokkal
kezdeni a vizsgalodast.

0-1-2-3+1=1

1-2-3-4+1=25

2:-3-4-5+1=121

3:-4:-5-6+1=361

4-5-6-7+1=2841

5-6-7-8+1=1681

6-7-8-9+1=3025

Tanuldi sejtések

1. A kapott eljarassal mindig paratlan szamot kapunk.

Ezen allitas indoklasa konnyen megy, a szamok szorzata mindig paros, ehhez 1-et
adva paratlan szamot kapunk.

2. A kapott szam 2-vel osztva 1 maradékot ad.

El6bbi allitassal ekvivalens allitas.
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3. A kapott szam 3-mal, 4-gyel, 6-tal, 8-cal, 12-vel, 24-gyel osztva 1 maradékot
ad.

Felhasznaljuk azt a torvényszeriséget, hogy négy egymast kovetd termeészetes
szam szorzata oszthatd 2-vel, 3-mal, 4-gyel, 6-tal, 8-cal.

4. A kérdéses szam 1-re vagy 5-re végzodik, mégpedig abban az esetben, ha a
négy szam szorzata oszthato 5-tel 1-re, abban az esetben, ha nem tartalmazza 5-6t
tényezd6nkeént, akkor huszonotre vegzédik.

Az 1-re végzbddeés indoklasa megy egyszeribben: mivel 5 vagy annak tobbszorose
van a négy tényezd kozott, a szorzat 0O-ra végzdodik, tehat a szam 1-re végzédik.
Kissé Osszetettebb az masik eset indoklasa: a négy szorzotényez6 5-tel vald osztasi
maradéka 1, 2, 3, 4, azaz 5n+1, 5n+2, 5n+3, 5n+4 alaku. Beszorzassal
megmutathatd, hogy 24-re végz6dik a szorzatuk, azaz az eredeti szam 25-re fog
végzadni.

Tapasztalatok a négyzetszamok megsejtésével kapcsolatban

A tanulok tobbsége nem ismeri a kétjegyl szamok négyzetét, igy szamukra 121, 361
egyaltalan nem tinik fel, mint négyzetszam. Gyakran ra kell kérdezni, mit
mondhatunk 25-tel kapcsolatban azon kivul, hogy paratlan szam és oszthatd 5-tel,
igy mar rendszerint elékerul, hogy négyzetszam és szamologéppel hamar ellenérzik,
hogy a tobbi kapott szam is négyzetszam.

Az altalanos allitas felirasa 9. osztalytol nem okoz gondot, ismerve a polinomok
szorzasi szabalyat, rendre megkapjak a tanuldk

N=n(n+1)n+2)n+3)+1=n" +6n +11n> +6n+1

Mar jeleztem, hogy a haromtagu kifejezés megtalalasa, melynek négyzete N rendre
gondot szokott okozni. Sokat segit a konkrét esetek vizsgalata.

3+1=1=1?
-4+1=25=5?
5+1=121=11?
-6+1=361=19°
-7 +1=841=29
-8+ 1=1681=41?
6-7-8-9+1=3025=55
Tanuloi sejtések a négyzet alapszamanak megtalalasara
1. EIs6 tényezd és negyedik tényezd szorzatahoz 1-et adunk. n(n+3) +1 =
n?+3n+1
2. Masodik és harmadik tényezd szorzatabdl 1-et levonunk. (n+1)(n+2)-1=
n?+3n+1
3. Az els6 és harmadik tényez6 szorzatahoz hozzaadjuk az els6 tényezét és 1-
et. n(n+2)+n+1 = n?+3n+1
Polinomok szorzasanak algoritmusa a legtobb tanuld szamara begyakorolt séma,
nehézség nelkul meg tudjak mutatni, hogy a kapott kifejezés négyzete N.

a b wWON-~O
OO0k, WON -
NOoO Ok~ WDN

2 .Feladat
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Fel lehet-e bontani egy haromszoget 2015 eredetihez hasonlé haromszogre atfedés
és hiany nélkul? Fogalmazza meg e zart feladatot nyitott formaban!

A fentiekben felsorolt feladatok kozul melyikhez analég e faladat? Milyen
gondolkodasi miveletek fordulnak el6 a nyitott verzi6 megoldasa soran? Milyen
bizonyitasi mdédszerek fordulnak el a sejtés igazolasakor? Mi a megoldas sémaja?
Fogalmazzon meg tovabbi hasonl6 (analog) feladatokat!

M.

A feladat nyitott verzidja: Bontson fel egy haromszéget annyi, az eredetihez hasonlé
kis haromszégre, amennyire tudja. Kezdje kis szamokkal a felosztast! Probaljon
szabalyszeriiségeket megfigyelni egyes felosztasok kbézétt, ami lehetévé tesz
tetszéleges sok felosztast. Hany kiilbnb6zé tipust lehet talalni a felosztasok k6zott?
A feladat hasonl6 a fentiekben kozoOlt négyzet felosztasa feladathoz. Abban egy
négyzetet kdzeépvonalainak behuzasaval (,kereszt” berajzolasaval) négy részre
tudtunk osztani, tehat harommal noveltuk a felosztasok szamat. Ha sikerult 6, 7, 8
szamokra a felosztast elvégezni,

a ,harommal tobb” stratégia segitségével barmely 6-nal nagyobb természetes
szamhoz eljuthatunk.

Didaktikai megjegyzes: Célszerii el6szbr a negyzetes feladatot megoldatni és csak
utana a haromszbges verziot, még igy is sok diakot emlékeztetni kell a
hasonlésagra.

Kisérletez6 szakasz

A tanulok megprébaljak felosztani az adott haromszoget kisebb részekre. Sok éves
tapasztalat mondatja velem, hogy célszeri a feladat kitizése utan a kovetkezd
tanacsot adni: ,Huzd be a haromszbg kbézépvonalait!”, mert kuldnben egy-két okos
tanulo jut el csak az alapotletig. Marad még elég munka a tanuldknak! A tanar
feladata ezek utan hagyja dolgozni a gyerekeket, csak az egyes tanulokhoz menve,
egyéni tanacsokat adjon. (Figyelem megosztas effektus elkerulése!)

4 6
8

Egy lehetséges felosztas 4, 6 és 8 esetén.
LA harommal tobb” stratégia ezek utan mar mikédhet. Kilbn érdekes kérdes 2, 3, 5
esete, klilbnésen 5 esetében nem kbénnyli meggy6z6 érvet adni a lehetetlenségre.
Milyen gondolkodasi miveletek fordulnak el6? Indukcio: egyes esetek vizsgalata.
Analdgia: hasonlé elv miikddik a tobbi esetben. Altalanosités: Minden 6-nal nagyobb
vagy egyenl6 természetes szamra van felosztas.
Bizonyitasi modszerek: Eset megkiilbnbdztetés: szamok harmas maradékosztalyai.
Teljes indukcio: konkrét kezd6 szamokra van felosztas, ,ha egy szamra van
felosztas, akkor a harommal nagyobb szamra is van” elve.
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Megoldas sémaja: kezd6 szamra talaltam megoldast, utana a ,harommal t6bb” elv és
a harmas maradékosztalyok elve segitségével eljutunk barmely megfelelé
természetes szamhoz. Igy 2015 esetén, amely 3-mal oszthaté a 8-as felosztasbol
indulunk ki és (2015-8):3=669 ,kbzépvonal haromsz6g” behuzasaval megkapjuk a
kivant felosztast
Hasonl¢ feladatok
1. Osszunk fel egy téglalapot az eredetihez hasonlo téglalapokra atfedés és
hiany nélkul!l. Konkrét kis szamokkal kezdd! Fel lehet e osztani a téglalapot
2015 hasonlé téglalapra?
2. Osszunk fel egy haromszoget haromszogekre atfedés és hiany nélkul! (Nincs
semmi plusz kikotés!)
Zaro6 didaktikai megjegyzés: az elemzett feladatot célszerii csoportmunkaban, a
teljes témakort esetleg projekt munkaban elvégeztetni. Alacsonyabb
osztalyokban célszerii kis haromszoéglapokat — kiilonb6zé méret, de hasonlok —
a diakok kezébe adni, igy bar a forditott tevékenység lesz: hany darab
haromszogbél tudunk egy nagyobb hasonlé haromszoget Osszerakni, az
eredeti feladat mar konnyebb lesz.

Kidolgozott példak elmélete (Worked example)

Egy kidolgozott példa annak a bemutatasa, hogy egy feladatot, problémat hogyan
oldhatunk meg Iépésrél-lépésre demonstralva. Célja az, hogy a tanuldk a probléma
helyzetekre és az azokhoz kapcsolddd megoldasi Iépésekre koncentraljanak, igy a
megoldasi sémat is elsajatitsak. Mivel a probléma teljesen uj, nem kell sok
er6feszitést tennilk a keresésre, csak a sémara koncentralhatnak, az beépul a
hosszu tavu memorigjukra. A nemzetkozi szakirodalombdl idézink egy konkrét
példat. (Atkinson, 2000)

PROBLEM TEXT: From a ballot box containing 3 red balls
and 2 white balls, two balls are randomly drawn. The chosen
balls are not put back into the ballot box. What is the prob-
ability that a red ball is drawn first and a white ball second?

SOLUTION:

STEP 1:

Total number of balls: 5
Number of red balls: 3
Probability of red ball on first draw: 3/5
STEP 2:

Total number of balls after first draw: 4
Number of white balls: 2
Probability of white ball on second draw: 2/4
STEP 3:

Probability that a red ball is drawn first and a white ball is
second: 3/5%2/4 = 6/20 = 3/10

ANSWER: The probability that a red ball is drawn first and a
white ball is second is 3/10.

FIGURE 1. Worked example from Renkl, Atkinson, and Maier (2000)
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A fenti kidolgozott példa magyar forditasa

Egy dobozban 3 piros es 2 fehér golyo van. A dobozbdl véletlenszeriien kivesziink
ket golyot ugy, hogy a kivett golyot nem tessziik vissza. Mi a valoszinlisége, hogy
elsére piros, masodikra fehér golyot huzunk ki.

Megoldas
1. lépés
Labdak szama 0sszesen 5
Piros labdak szama 3

Annak a valészinlsége, hogy elsdre pirosat huzunk 3

2. lépés
A labdak szama az els6 hiuzas utan

4
Fehér labdak szama 2
2
4

Fehér labda huzasanak val6szinlisége

3. lépés

Annak a valészinlsége, hogy elsdre piros, masodikra fehér goly6t huzunk
3.2_.6_3
54 20 10

Valasz

Annak a valdszinlsége, hogy elsére piros, masodikra fehér goly6t huzunk

visszatevés nélkul %

Kommentar

Sokszor fordul el6, hogy a tanulo fuzetébe kevés informacié kerul rogzitésre, igy
otthon nincs lehet6sége a tanult koncepciot atismételni. Ehhez jon még, hogy sok
magyar matematika tankonyv kidolgozott mintapéldai nem ilyen részletesek. A
tanulé a fenti példa alapjan ujra végig gondolhatja a visszatevés nélkuli huzasi

eljaras lényegi lépéseit.

A feladatot a feltételes valdszinliség segitségével is megoldhatjuk. Legyen A
esemény, hogy elsére pirosat huzunk, B esemény, hogy masodikra pedig fehéret
hdzunk, ugy, hogy nem tettlk vissza az elsé kivalasztas utan a goly6t. Keressuk
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annak a valoszinlségét, hogy masodszorra fehéret huzunk azzal a feltétellel,
hogy els6re pirosat huztunk ki.

P(AB)=P(B/A)-P(A)= %'g - %

Természetesen felhasznaltuk az el6z6 megoldasbol P(B/A) illetve P(A) értékeit.

A példak alapjan tértend tanitasnak nagy hagyomanya van a fogalomképzésben,
bizonyitasok tanitasanal, de eljarasok, algoritmusok tanitasanal is. a kbvetkez6kben
erre mutatunk lehetéségeket.

a) Tétel bizonyitasa el6készité példakkal
Tétel: A primszamok szama végtelen
Tekintsuk a kovetkezb kifejezéseket!
N1=2-3+1 =7 primszam
N2 =2-3-5+1 = 31 primszam
N3 =2-3-5:7+1 = 211 primszam
Ng =2-3-5:7-11+1 = 2311 primszam
N5 =2-3-5:7-11-13+1 = 30031 = 59-509 Osszetett szam, de az elsd hat primszamhoz
képest relativ primszamokat kaptunk ,ujabb primszam”.
A fenti példak alapjan latjak a tanulok, megtapasztaljak, hogy ha 6sszeszorozzuk a
primszamokat az els6tél kezdve egy bizonyos primszammal bezardlag és a
szorzatukhoz 1-et adunk, az eredmény vagy egy eddigiektél eltéré primszam, vagy
egy Osszetett szam, amelynek csak az eddigiektdl eltéré primszam osztoja van. Ez
sokat segit a formalis bizonyitas kovetéséhez, megértéséhez.

Tétel: A primszamok szama végtelen

Bizonyitas

Tegytlik fel, hogy vége sok primszam létezik. p1, p2,p3,-------... Pn

Képezzik ezen szamok szorzatat és adjunk 1-et a szorzathoz, vizsgaljuk e szamot.
N= p1.p2.p3....pn+1

N vagy ,Uj" primszam, vagy olyan Osszetett szam, melynek csak az eddigi
primszamoktol eltéré primosztoja van. (A szamelmélet alaptételének alkalmazasa.)
Tudtunk egy uUj primszamot konstrualni, azaz mindig van ujabb és ujabb prim,
ellentmondasba jutottunk feltevésinkkel, hogy véges sok primszam van.

Megjegyzés

A konkrét példak alapjan valé magyarazat utan az indirekt bizonyitasra is egy példat
lathatnak a tanulok.

Hany kidolgozott példa sziikséges?

A kérdés vizsgalatahoz egy konkrét szituaciot mutatok be.

Egy foglalkozason a Bernoulli kisérletek valoszinlségeit vizsgaltuk. A 12. osztalyos
tanuldk szamara teljesen Uj volt e probléma. Matematika fakultacios csoport tagjai
voltak, tobbnyire jeles matematika osztalyzattal. A kovetkezd informaciot kaptak egy
feladatlapon:

Bernoulli kisérletr6l beszélunk, ha egy véletlen eseménynek kétféle kimenetele van:
talalt — nem talalt, siker — sikertelenség, A kisérlet akarhanyszor elvégezhet6 ugy,
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hogy kozben a valdszinliségek nem valtoznak. Ha n-szer végezzik el a kisérletet,
akkor k talalat (siker) valészinlisége P(X=k)= (Z)pk -1-p)"™*

Példak Bernoulli kisérletre: pénzérme feldobasa (fej — iras), kockadobas (parosat
dobunk — paratlant dobunk), minden olyan jaték, amelyben a gy6zelem
valoszinlUsége allando, gyari termékek, melyeknél a selejtes termék valdszinlisége
allandoé, adatatvitel, ahol minden bit egység azonos valoszinliséggel lesz hibas.
Nem Bernoulli kisérletek: egy adott nap esés lesz-e az id6jaras vagy sem, egy tanulo
altal elkovetett hibak egy feleletvalasztos tesztben.
Két kidolgozott feladat kovetkezett magyarazattal.
1. Egy kockaval nyolcszor dobunk. Mi a val6szinlisége, hogy harom alkalommal
kapunk 1-est, vagy 2-est?
2. Egy pénzérmét 20-szor feldobunk. Mi a valdszinlsége, hogy 8 alkalommal
kapunk fejet?
A harmadik feladat a kovetkez6 volt: Egy rajzszéget 6tszér dobunk f6l. Annak a
valosziniisége, hogy lapjara esik 0,4. Vizsgaljuk a lehetséges kimenetelek,
esemenyek valosziniiségeit!
Egy tanuld kérte, hogy ezen a feladaton keresztlul is magyarazzam el a Bernoulli
kisérlet 1ényegét, mert még nem allt 6ssze benne a kép teljesen. Harmadszor is Ki
kellett emelni, hogy két kimenetel van allando valdszinliséggel, a binomialis
egyutthatd szorzd azért szukséges, mert a vizsgalt esemény tobbféleképpen

5
kovetkezhet be. Példaul 6t dobas soran két lap (2) féleképpen fordulhat elé. ,,Ja,

most mar értem!” mondta 6rommel a tanulo.

Foltételezve, hogy tanaraink és diakjaink hasznaljak a matematika tankonyvuket,
erdemes lenne megvizsgalni hany kidolgozott példa van az egyes fogalmak,
eljarasok bevezetésére.

Példaul a Sokszinii Matematika 8. osztaly (Mozaik 2010) kovetkezd fejezeteiben a
kidolgozott példak szama:

,Valasszuk szét az esetekef!” 4 kidolgozott példa 110 — 111. oldalak. Széveges
feladatok megoldasa. ,Hany éves a kapitany?” 5 kidolgozott példa, 57 — 60 oldalak.
.,Gondoltam egy szamra” 3 kidolgozott példa, az els6é kidolgozott példa kapcsan
konkrét szamok segitségével, majd altalanosan is felirja a kétjegyl szamok sémajat:
10a+b.

A Mozaik hagyomany folytatodik a kozépiskola fels6bb osztalyaiban is. 11. osztalyos
tankonyv ,Exponencialis fliggvények abrazolasa” 5 kidolgozott példa 81 — 83 oldalak.
Sajnos az Uuj kisérleti 9. osztalyos matematika tankonyvben rendre egy-egy
kidolgozott példa szerepel. Példaul mindenegyes egyenletrendszer megoldasi
modszerre egy — egy kidolgozott feladat szerepel. Matematika 9 Masodik kotet.
Oktataskutato és Fejleszt6 Intézet 104 — 105 oldalak.

Félve jegyzem meg, hogy egy alkalommal megkérdeztink korulbelul 100 matematika
tanart, hasznaljak-e tanitasukban a matematika tankonyveket, Egyharmad rész
rendszeresen hasznalta, egy harmad rész csak mint feladatgyljtemeényt és a
maradék egy harmad rész sohasem hasznalta a tankonyveket, még a feladatokat
sem! igy beszélhetiink kidolgozott példakrol, elemezhetjiik azokat, ha a gyakorlat
nem figyel oda!

A nemzetkbzi szakirodalomban a kidolgozott feladatok alkalmazasa utan van ahol a
,kiegeészitd”, hianyos megoldasu feladatokat javasoljak, igy a tanulonak egyre tébbet
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kell alkalmaznia az elsajatitott sémat, mignem eljut az adott tipusu feladatok teljesen
6nall6 megoldasahoz. (Completion effect)
Példa
Sam és Amanda konyveket vasarolnak. Sam 4-gyel tobbet vasarolt, mint Amanda
altal vett konyvek kétszerese. Osszesen 15 konyvet vettek.
a. Milyen tipusu a probléma?
A. Kombinalas és kombinalas
B. Osszehasonlitas és kombinalas
C. Osszehasonlitas és dsszehasonlitas
D. Egyik sem a fentiek kozul
b. Ha s jeldli a Sam altal vett konyvek szamat és a az Amanda altal vett konyvek
szamat, az alabbi egyenletek melyek modellezik a fenti vasarlasi problémat?
A) s=2(4 + a) s+a=15
B) s+4=2a s+a=15
C) s=2a+4 s+a=15
D) s+4=2(a-4) s+a=15 (Cooper, 1998)

Kiemelendd, hogy a tehetségesebb tanulék szamara gyakran elegenddé egy
kidolgozott példa, so6t tobbek mar régebbrél ismerhetik az 0j fogalmat,
modszert, eljarast. Nekik igényesebb feladatot kell adni, mert szamukra inkabb
zavaro az ismert témak ujra és ujra valo elévétele. (Expertise reversal effect)

3.Feladat
1. Elemezze a Sokszini Matematika 8 tankonyv ,Valasszuk szét az eseteket!”
(110-113 oldalak) kidolgozott peldait! Ugyancsak vizsgalja meg témahoz tartozé
feladatokat, elemezze ezeket didaktikai szempontbol! (Téma, kidolgozottsag,
nyitottsag, séma kiemelés, konkrét reprezentaciok, gyakorlas)
M.
Témajat tekintve harom tipus fordul el6: fagylaltos, szamjegyes, Ulésrend.
Kidolgozottsag szempontjabdl a fagylaltos feladatban célszerl a lehet6ségek grafjat
megrajzolni, sok tanulonak gondot okoz a szorzasi szabaly megértése, ehhez
segithet a konkrét esetek felrajzolasa. A példa végén célszeri kiemelni,
megfogalmazni a szorzasi szabalyt.
A masodik példa esetén célszer( konkrét szamkartyakkal kisérleteztetni a tanulokat
— materidlis reprezentaciok — igy nagyobb esély van a feladat és megoldasanak
mentalis reprezentacidjara. Itt is hianyzik a feladat megoldasi sémajanak — eset
megkulonboztetés — kiemelése.
A harmadik feladatra is érvényes a konkrét kartyakkal valo kirakas fontossaga. A
rajzolas egy konkrét tevékenység képi reprezentacidja mar, tobb tanulé szamara tul
gyors, kell a konkrét kisérlet! Megoldas sémajat — szorzasi szabaly — itt is kiemelném.
Negyedik példa: Itt mar tobb feltételnek megfelel6 szamokat kell meghatarozni.
Jonak tartjuk a masodik megoldast — grafos szemléltetés — és azt, hogy a feladat
végeén a megoldasi sémat kiemeli a tankonyv.
Feladatok: Mindegyik feladat zart feladat, hatarozott kérdésekkel.
Hianyoljuk, hogy a feladatok kozo6tt nincs olyan, mely a négy példaban alkalmazott
megoldasi sémak kozvetlen gyakorlasat szolgalna. Igaz, hogy a tankonyvhoz tartozik
feladatgyidjtemény, ott vannak gyakorlé feladatok, de didaktikai szempontbdl
szerencsésebb lenne, ha a tankonyvben lennének ezek, jobban latnak a tanuldk a
modszerek direkt alkalmazasat.
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Figyelem megosztasi effektus

Mar a korabbiakban is emlitettik, hogy a tudatos figyelem kapacitas nagyon
korlatozott. Ezt a tanitas tervezésekor figyelembe kell venni. A kulsé kognitiv terhelés
a figyelem megosztas egyenes kovetkezménye.

A tanul6 figyelmének megoszlasa akkor torténik, ha a tanulonak olyan folyamatokat
kell végezni és integralni, amelyek kulonb6zd modalitasuak és el vannak kulonitve
egymastol. Sok tanitasi anyagban szerepel képi (grafikus) komponens és szdveges
komponens is. Gyakran a képi komponens a szOveg alatt, folott vagy mellett
szerepel. A tanulonak mindkét komponensre figyelnie kell, mivel kulon egyik sem
elegendd a probléma megoldasara. Megértés és tanulas csak akkor kovetkezik be,
ha a tanul6 mentalisan integralja a kalonb6zd — képi és verbalis — informaciokat. A
munkamemoria kapacitasanak egy része e forrasok mentalis integraciojahoz
szukséges, kovetkezésképpen nem all rendelkezésre a tanulasi folyamat
tamogatasara. (Figyelem ide —oda ,ugral”’) Jo tanitasi tervezés egyesiti (fizikailag
integralja) a grafikus és szoveges informaciot, igy a tanulét felmenti ettél a
tevékenységtél, felszabaditva munkamemoria kapacitast. Ez a hagyomanyos téri
figyelem megosztasi effektus. Beszélhetlnk id6beli figyelem megosztasi aspektusrol
is, ha 6sszetartoz6 informaciok szimultan vannak prezentalva.

Az alabbiakban egy egyszerl geometriai feladaton keresztul illusztraljuk, hogy a
helyes tervezés mennyire figyelembe veszi a figyelem megosztas elkerulését. (B.
varians) Utana egy koordinatageometriai feladat megoldas variansait mutatjuk be, itt
is @ masodik valtozat teszi konnyebbé a feladat megoldasahoz szukséges mentalis
reprezentacié megalkotasat.

(Merrienboer et. al. 1988 )

Example A A ExampleB

Angle ABC

=180°-55°-45°
p—2& ¢ | p—B c
E/ / Angle DBE
E  =80°(Vertically opposite angles are equal.)
AngleA =55° AngleC =45°
Angle ABC= 180" - Angle BAC - Angle BAC
=180"-55"-45°

=80°
Angle DBE = 80 (Vertically opposite angles are equal.)

A kovetkez6 koordinatageometriai feladat megoldasanak kétféle valtozataban a
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Problem

Find the co-ordinates of N, and the slope of the line
NC, given that N is the mid-point on line AB.

A C(4,8)
¥
B(8,3)
N
A2,1)
U" 5
Solution
Co-ordinates of N: Slope of NC, m:
¥1-¥2
N = m= ———
(xt;xz,w;gz) X1 %
= 2-6
=f2 + 8 ) 1 + 3 S—
( 2 5 ) 5-4
= (5,2 = -4
Problem
Find the co-ordinates of N, and the slope of the line
NC, giventhat N is the mid-point on line AB.
4 Step 2
Y C(4,86) Slope of NC, m:
_ -y
Ky - ¥
= 2-6
5-4
= -4
B(8,3
Step 1
Co-ordinates of N:
N=f*1+¥ Y1+¥2
Y (T 2—)
(2,1) “(22n1e3)
2 2
= (5.2
- i -
]

(Cooper ,1988)

4 Feladat
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Elemezze a figyelem megosztasi aspektus szempontjabdl a Sokszini Matematika
tankonyv ,Hanyféle utvonal lehetséges? Az 0sszegezési modszer” cimi rész 98-101
oldalakon bemutatott kidolgozott példat!

M.

A kulonb6z6é utvonalak csoportositasa a szokdkut illetve torony érintése alapjan
torténik. Célszerli ezeket jobban elvalasztani, esetleg nagyobb térkdzzel, hiszen a
fels6 négy a szOkdbkutas ut. Az abra mellett a lap szélén szerepel minden ut
szimbolikus jelolése J illetve L betlk sorozataval. A tanuldknak ide-oda kell ,ugralni”
a figyelmével az azonositashoz, célszeri az utvonal szakaszokhoz odairni a
megfelel6 betlket, igy nagyobb esély van annak felismeréséhez, hogy harom J és
két L lehetséges sorrendjeinek a szamarol van sz6. A 101. oldalon szerepel a 10
utvonal ,egyesitése” egyetlen abran valé szemléltetése. Sokat segithet egy interaktiv
tabla, amelyen bemutathaté az 6sszes utvonal megfelel6 animacio segitségével.

5.Feladat:

Adott a derékszogl koordinatarendszerben a P(3;4) pont és a 2x + y = 4 egyenes.
Hatarozza meg a P ponton atmend és az adott egyenesre merbleges egyenes
egyenletét! Készitse el a megoldas hagyomanyos illetve figyelem megosztasi
effektusos leirasat!

M.

e

Egyéni, Id. el6z6 oldalon a minta.

Egy téma feldolgozasa két kiilonbo6z6 felfogasban — A szakaszfelez6 meréleges tanitasa
feladatlapokkal

A magyarorszagi matematikatanitds problémamegoldd hagyomdnyaiban fontos helyet t6lt be a
geometria tanitasa. A matematikai gondolkodas folyamatos fejlesztésében jelentds allomas a felsé
tagozatos kor. Ekkor nemcsak lehetségessé valik mar egyszer(ibb bizonyitasok elvégzése, de
sziikséges is, hogy minél tobb megfelels feladatot kapjanak ehhez a tanuldk.

A geometria szamos lehet6séget kinal arra, hogy mar ezen a szinten is valdban matematikai

indoklasok szuilethessenek.

Az utdbbi évek sordn az oktatasban bekdvetkezett valtozasok hatasara a geometriara mar kevesebb
figyelem iranyul, és kevesebb id6 jut. Ezért kiilonosen is tartjuk fontosnak, hogy a kdvetkez6kben egy
geometriai fogalom, a szakaszfelez6 merdéleges tanitasanak példajan keresztiil, fels6 tagozatos
korosztaly szamara tobb lehetGséget is bemutassunk matematikai indoklasokat igénylé kiilonféle
feladatokra.
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A téma feldolgozdsa a kovetkezGkben két kiilonb6z6 mddon felépitett feladatlap segitségével
torténik. Ezek a feladatlapok alkalmasak arra, hogy megadjdk az érai munka ,iranyvonalat” . A
feladatlaphoz tartozé6 kommentdarok segitségével kdvethetd a feladatkészité szandéka is az egyes
feladatokkal illetve a lap felépitésével kapcsolatban, és igy a fogalom kialakitasanak madja is.

Az egyes lapok odrai feldolgozasra tervezett feladatai utdn a tervezett hazi feladat is szerepel, amely
szervesen kapcsolodik az 6rai munkahoz.

Az 6ra tervezéséhez képest természetesen az 6ra menete valtozhat, egyes kérdésekre tobb, mas
feladatokra kevesebb id6re van sziikség. igy a konkrét gyakorlatban ezt figyelembe kell venni, és
ennek megfeleléen a lapot az iskolai felhasznalas soran rugalmasan kell kezelni. Az elsé feladatlap
esetében éppen az 6rak hangulatat idézve egy ,varatlan” helyzet is targyaldsra keriil az éra végén.

A feladatlapok kiilonféle el6zetes ismeretekre, és tanari oktatasi elképzelésre alapoznak.
Az elsé feladatlap inkdabb a hagyomdnyos felépitésii drat veszi alapul.

A masodik feladatlap az integrald szemléletl, kisérletezésre, problémamegolddsra irdnyuld
Oratervezést idézi.

A bemutatasra keril6 két lehetséges témafeldolgozas nyilvanvaléan nem kizardlagos lehetGségeket
fogalmaz meg. A cél az, hogy példakat mutassunk Iényegileg kiilonb6z6 felépitésekre, ugyanazon
témahoz.

A feladatlapok megoldasahoz a tanulok megkapjak az adott feladatlapot és a szlikséges eszkdzoket
vagy ez utdbbiakat el6z6leg elkészithetik maguknak(atlatszo papirt, kozépen lyukas korlapot
kartonbdl, ez utdbbi helyett hasznalhato példaul a Logikai Készlet nagy lyukas mianyag kore is).

A feladatlapon az elgondolt lehetséges megoldasok ifyen irdssal és mas szinnel szerepelnek, igy jol
kovethet6ek a feladatlap készitGjének szandékai az adott feladattal, amelyet a tovabbiakban még a
feladatlapok utan kovetkez6 maédszertani elemzések is kiegészitenek.
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Egy feladat rejtett kincsei

Feladatok megolddasa a matematikatanuldasban fontos szerepet t6lt be. Az alkalmasan valasztott
feladatok konkrét ismereteket mélyitenek, mikézben ezeket régebbi ismeretekkel, mas matematikai
tertiletekkel is 6sszekapcsoljak. Megoldasuk soran rutinszer(i ismeretalkalmazas, problémamegoldas
egyarant szerepel az adott tanulécsoport szamara alkalmas mennyiségben és minGségben.

Ahhoz, hogy egy tanar minél rugalmasabban tudjon feladatokkal dolgozni jo, ha sokféle érdekes és
,sokoldald” feladatot ismer. Egy feladat érdekességét leginkabb szévegezése, illetve meghokkentd
vagy/és igen ,elegdns” megoldasa(i) adja/adjak, a sokoldalisag pedig elsGsorban azt jelenti, hogy
sokféleképpen felhasznalhato.

Az emlitett két tulajdonsaggal elég sok feladat rendelkezik, de ez sok esetben rejtve marad, vagy csak

részben nyilvanvalé a ,felhasznalé” szamara.

Egy adott feladat esetében mind az érdekesség, mind a sokrétl felhasznalhatdsag gyakran fokozhato
a feladat varialdsaval. llyen médon sokféle (tovabbi) érdekes kérdéshez el lehet jutni és lehetGség
van akar kilénbo6z6 nehézségli feladatok elkészitésére is adott ,alapfeladat”-bdl kiindulva.

A kovetkezGkben egy eredetileg is érdekes és jol felhasznalhato feladat, a szokasostodl eltéré
varialasardl lesz sz, a variaciok megoldasai roviden elemzésre is keriilnek, elsésorban a
sziikséges ismeretek és felhaszndlt probléma megoldasi stratégiak (vo. példaul Ambrus A.
1995 116-128) szempontjabol.

Egy tobbféle szovegezésben is ismert alapfeladatbdl kiindulva, a kérdésfeltevésen valtoztatva egy
érdekes jelenséget vesziink nagyitd ala, ami gyakran rejtve marad a feladatokban, nevezetesen azt,
hogy mennyire vessziik figyelembe a megoldds sordn a feladatban megadott informdciokat.

ElGszor tekintsik az alapfeladatot (Kincses feladat):

1. Tengeri kalandozdsuk sordn négy kaloz elvetédik egy lakatlan szigetre. Mivel mdr rengeteg kincset
zsakmadnyoltak a legértékesebbeket egy nagy laddba zdrjak és elhatdrozzdk, hogy elrejtik a szigeten.
A parton taldlnak két érdekes alaku sziklat és egy nagy pdlmafdt. A kincs eldsdasdanak modjdt az aldbbi
vazlaton régzitik. Azaz EF=EA, FM=MB, EF_LEA, FM L MB.
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Miszikla)
E{szikla) <«

1.dbra
Az igy kijeldlt A és B pontok dltal meghatdrozott szakasz K felez6pontjaba keriil a kincs.

Megtaldljdk-e a kincset, ha igen, hogyan?

Mindenekel6tt készitsiink megoldast a feladathoz. Ehhez tobbféleképpen is nekikezdhetiink.

Lehet példaul kisérletezni papiron, vagy szamitdgépen pl. GeoGebra interaktiv program segitségével
annak kideritésére, hogy van-e esélylk a kalézoknak, azaz fliggetlen-e a kincs helye a fa helyétdl,

hiszen az mar nincs a helyén.

* Feladat
Olvassa el az el6bbi feladat kovetkezé megoldasat és gondolja meg, hogy helyes-e:

Mivel a fatdl fiiggetlennek kell lennie a kincs helyének, hiszen kiilénben nem taldlndk meg, feltehetd,

hogy példaul a fa az egyik sziklaval azonos helyen volt.

Igy példdul az dbra szerint a fa E pontban van és végrehajtva a kincselrejtési eljdrdst, az 1. dbra
jeléléseivel TK k6zépvonal lesz EMB derékszégli hdromszégben, és igy TK LEM, TK=1/2MB=1/2EM.

B 2. 4bra
M.

A feladatmegoldas nem jo, hiszen eleve feltételezi, hogy a kincs helye fliggetlen a fa helyétdl, pedig

errdl a feladatban nem volt szo.

A megoldast ki kell egésziteni ennek bizonyitasaval.
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Visszatérve eredeti kérdésiinkhoz, az el6bbi megoldas arra volt példa, hogy van, aki egyszer(siteni
szeretné a problémat, vagy éppen jo oOtletét alkalmazni, és igy tudatosan vagy éppen onkéntelendil,
de figyelmen kiviil hagy/beletesz részleteket az adott feladatban. Itt a bizonyitasra vard
megallapitassal egészitette ki a megoldé az eredeti feladatot: a fa helyétdl fliggetlen a kincs helye.

* Feladat
Oldja meg a ,kincses” feladatot tobbféleképpen és gondolja meg, milyen ismereteket,

problémamegoldasi stratégidkat hasznalt a megoldashoz.

A megoldashoz haszndlhat segitséget (S) vagy gondolkodhat 6nalléan.

Az alabbi segitd d4brakat Vasarhelyi Eva készitette a feladathoz a CABRI Il interaktiv
geometriaprogram segitségével.

A segitség alapgondolata: Irdnyitsuk a figyelmet a négyzetre

A feladat abrajahoz megfelel6 mozgathaté abrat készitett, és azt vizsgalta, hogyan valtozik a kép, ha a
fa (F) specialis helyzetbe kerdil.
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3.4bra

Majd a kovetkezbket javasolta:

1. Végezziik el a kincs helyének megadasat szerkesztéssel

B
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B1 4. 3bra

2. Nézzik meg hova keril a kincs azokban a specidlis helyzetekben amikor a fa egyik vagy masik
szikla helyén van:
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3. Asejtés megfogalmazasa: M(B)=M(F1)=M(F2)= A négyzet kdzéppontja
4. Bizonyitas a kozéppontos szimmetria felhaszndlasaval (ezen alapul példaul a kévetkez6kben
megadott 1 M megoldas).

{(E)}F1 »F2 (M)

6. abra

A megoldasok tobbféle alapotletet haszndlhatnak fel kiindulasként, és gyakorlatilag két nagy
csoportba oszthatdk:

o Forgatasokon, és a forgatas révén keletkezett alakzatok tulajdonsagain alapuldk
o Koordinatageometriai ismereteket alkalmazok.
Kezdjiik az el6bbiekhez tartozé megoldasokkal.
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1M

Szerencsére megtalaljak a kincset, mégpedig a kovetkez6k miatt:

F(fa)

M(szikla)
E(szikla)

B 7. abra

Jeldlje T az EM szakasz felez6pontjat (7. dbra) . Az EFT hdromszog 902-os elforgatottja az EAC
haromszog, az MFT haromszog M korli 902-os elforgatottja az MBD haromszog.

A forgatdsokbol adédoan AC=BD és AC| | BD, igy az ABCD négyszog (esetleg elfajuld) paralelogramma.

Ebbél kovetkezik, hogy C, K, D pontok egy egyenesen vannak, hiszen K a paralelogramma
koézéppontja. igy mivel EMCD téglalap CD=EM, CD parhuzamos EM és az elSbbiek miatt K egyben a
CD szakasz felez6pontja. Azaz TKLEM és TK=1/2EM. igy mar kénnyen megtalalhaté a kincs.

Felhasznalt ismeretek: geometriai transzformacidk (forgatas) és tulajdonsagai, a paralelogramma
tulajdonsagai

Problémamegoldasi stratégiak: abrakészités, specialis helyzet keresése, dsszefliggések keresése,

A kovetkezd megoldas is forgatason alapul, most azonban a Kincs helyét (K) forgatjuk , visszafelé” és
az igy kapott abraban keresiink egybevagd haromszogeket.

2.M

Forgassuk el K-t 90 2-kal E koril az dbra szerint, legyen a kép K.
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8. abra

Ha K’ nem illeszkedik EF-re, akkor nyilvan EAK és EFK’ (esetleg elfajuld) haromszogek egybevagdk és

MBK haromszog is egybevagd MFK’ haromszoggel (esetleg elfajuldak), valamint KEK’ Z=KMK’ £=90¢.
Eszerint az EKMK’ deltoid négyzet.

igy K rajta van az EM &tl6 felez6merdlegesén, mégpedig az EM szakasz C felez6pontjatél EM/2

tadvolsagra a vazlat szerinti oldalon.

Megjegyzés: A vazlat megadja, hogy melyik oldalon kell asni, de akkor sincs probléma, ha véletlenil
rossz oldalon arnak, hiszen ezt gyanithatjak egy idé utan, és atmehetnek a masik oldalra, és ott mar
megtalalhatjak a kincset.

Felhasznalt ismeretek: geometriai transzformaciok (forgatas) és tulajdonsagai, haromszogek

egybevagdsaga, deltoid és négyzet kapcsolata

Problémamegoldasi stratégiak: abrakészités, specialis helyzet keresése, 6sszefliggések keresése,

A kovetkez6 megoldas két tetszb6leges fa-helyet valasztva adja meg a kincs (két) helyét, és belatja,
hogy ezek a helyek egybeesnek:

3.M

Vdlasszunk két F,, F, pontot és adjuk meg ezekkel az A; (A;) és B; (B,) pontokat. Belatjuk, hogy az igy
kapott K; (K,) pontok (kincshelyek) egybeesnek.
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F1

F2

A1

A2 B2

B1
9. dbra

A;B; és A;B, szakaszok metszéspontja legyen T. Amennyiben igaz, hogy T mindkét szakaszt felezi,
akkor az allitas igaz.

EF.F, és E A1A; haromszogek egy bevagdak, mert egymas 90 fokos elforgatottjai és hasonléan M F,F,
és MB, B, haromszogek is. Valamint A;A, L F;F, 1B1B, Ebbdl kovetkezik, hogy A;A, és B,B, szakaszok
egyenl6k és parhuzamosak is egymassal.

Emiatt A;A, B;B, paralelogramma, melyben T a paralelogramma kézéppontja, igy valdban felezi a
jelzett szakaszokat.

Mivel igy a szerkesztés soran F-t6l flggetlenil ugyanazt a K pontot kapjuk, a kincs megtalalhaté. A
befejezés a kordbbiakban mar latott mdédon térténhet, megadva a kincs helyét.

Felhasznalt ismeretek: geometriai transzformaciok (forgatas) és tulajdonsagai, haromszogek
egybevagdsaga, paralelogramma tulajdonsagai,

Problémamegoldasi stratégiak: abrakészités, specialis helyzet keresése, 6sszefliggések keresése,

4.M

Meggondolva a feladatban talalhaté feltételeket:

Az E koruli pozitiv irdnyd 902-os forgatas A-t F-be viszi.
Az M korili pozitiv iranya 902-os forgatas F-t B-be viszi.

Megallapithatod, hogy a két egybevagdsagi transzformacio egymdsutanja egy olyan 1802-os forgatas,
melynek K’ kdzéppontjat tekintve EK’'M haromszog E-nél illetve M-nél lev6 szogei 452-0sak, azaz ez a
haromszog derékszogli, egyenlészaru. Mivel ez a transzformacié a fentiek szerint A-t B-be viszi, igy K’
éppen az AB felez6pontja, azaz K’=K. Ezzel K-t megadtuk F-t4l (a fa helyétdl) figgetlendil.
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Mivel K helye fliggetlen F-t6l igy megtaldljak a kincset, hiszen F-helyét tetsz6legesen felvéve (példaul
E=F vagy M=F valasztas igen kedvez6) megadhatd a kincs helye. A kincs tehat példaul ugy talalhato
meg, ha az E és M pontokat 6sszekotik és megkeresve a felezGpontot, abban merélegest allitanak

EM-re, majd felmérik erre EM szakasz felének hosszat.

E=F T M

10. abra

Felhasznalt ismeretek: geometriai transzformacidok (forgatds) és tulajdonsagai, forgatasok

egymasutdnja, egyenl6szaru derékszogli haromszog,

Probléma megoldasi stratégiak: abrakészités, specialis helyzet keresése, 6sszefliggések keresése.

5.M

A megoldashoz osszuk fel az eredeti dbrat az alabbi mddon, ahol az F, A, K és B pontokbdl EM

szakaszra huzott merélegesek talppontjai rendre P, Q, R, és S pontok:

B 11. dbra

EFP és EAQ valamint MFQ és MBS derékszogli haromszogek egybevagdak ugyanis az E illetve M
pontok koriili feladatban szerepl6 forgatas miatt szogeik és atfogdik egyenléek. Az ABSQ négyszog
trapéz, és KR a kézépvonala. Mivel EQ=SM=FQ igy R az EM szakasz felez6pontja. EP=AQ és MP=SB az
emlitett haromsAz z6gek egybevagdsaga miatt. igy AQ+SB=EM, viszont RK kdzépvonal ennek a fele,
azaz EM/2. Ez azt jelenti, hogy a K (kincs helye) az EM szakasz felez6 merGlegesén van, az R-bél éppen

EM/2-nyi tavolsagra.
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Felhasznalt ismeretek: haromszogek egybevagdsaga, trapéz kozépvonaldnak hossza.

Probléma megoldasi stratégiak: abrakészités, specidlis helyzet keresése (specidlis alakzatokra
bontas),

A kovetkez6kben a koordindtageometria eszkozeit hasznald megoldasokrdl lesz szo.

6.M
Legyenek E(-1;0), M(1;0) koordinataju pontok, F(fy;f,) legyen az 1. dbra alapjan, f,>0, -1<f<1.

F-bél az A pontot az E koriili -902-os forgatassal kapjuk, a B pontot +902-0s forgatassal. Ennek alapjan
A koordinatai (f, — 1; -f; — 1), B koordinatai (1 — f,; f;— 1) lesznek.

fz _1+1_f2 ._fl_l"'fl-l —_(0-
7 H 7 )_(091)

igy AB szakasz felez6pontjanak koordinatai: (

Azaz K helye nem fligg F-t6l, mindig a két szikla altal meghatarozott szakasz, mint atfogd folé az
abranak megfelel6 oldalra rajzolt egyenldszaru derékszogl haromszog harmadik csucsa.

A megoldas természetesen nem fiigg attdl, hogy az EM szakasz felezGpontjat valasztva (0:0) pontnak,
(igy E és M pontok egymas tiukorképei lesznek) a tavolsaguk egymastél 2 mint az el6bbi
megoldasban, vagy mas érték.

Felhasznalt ismeretek: koordinata geometria és geometriai transzformacidk (forgatas) és
tulajdonsagai, felez6pont koordinatai, ,

Problémamegoldasi stratégidk: dabrakészités, specidlis helyzetli pontok keresése, Osszefliggések
keresése,

Megjegyzés:

Hasonld megoldas készithetd, ha E-t vagy M-t tessziik az origdba, és ennek alapjan dolgozunk.

* Feladat
Amennyiben eddig nem koordinatageometriai eszkézoket hasznalé megoldast készitett, vagy nem

sikeriilt még megoldania a feladatot, készitsen olyan megoldast az el6bbiek alapjan, amelyben az
origd az E vagy az M pontokban van.

M.

Hasonldan végezhet6, mint az 6. M.
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* Feladat
Térjlink vissza az eredeti feladathoz, és az els6 feladatban szerepl6 (helytelen) megoldashoz. Vajon

lehetséges-e a feladatnak olyan valtozatat elkésziteni, hogy ez a megoldas is helyes legyen?
M.

Igen, ha az kérdést példaul a kovetkezével helyettesitjik:

Kérdeés: A rafindlt rablok mégis megtaldljdk a kincset. Hogyan?

Ebben az esetben mar megadtuk a valaszt arra a kérdésre, hogy megtaldljdk-e a kincset, tehat annak
helye nem fiiggott a fa helyétdl. igy tehat nem maradt mds hatra, mint a hely megadasa. Ez viszont
mar igen , kényelmes” hiszen a fat akarhova helyezhetjik, példaul E vagy M pontokba is.

A ,Kincses feladat” két valtozata minddssze a kérdésfeltevésben kilonbozott egymdastdl, am ez
jelent6sen befolyasolta a megoldas maddjat, hiszen a masodik esetben toébbletinformaciét is
tartalmazott igy sokkal egyszer(bbé valt a megoldas.

Legaldbbis a megoldas folyamatat 6sszehasonlitva igy tinik.

A tapasztalat azonban az, hogy a megoldas egyaltalan nem lesz egyszer(l igy sem. Ezt bizonyitjak
példaul tanarszakos hallgatok korében végzett felmérések (Ambrus G., 2011).

A felmérés a , Kincses feladat” emlitett két valtozataval késziilt. A hallgatdk egyidejlileg megkaptdk a
két valtozatot egyéni megoldasra. Ehhez két hét allt rendelkezésiikre.

A feladat nemcsak nehéz volt, de annak ellenére, hogy a két valtozat egymas mellett szerepelt, senki
nem vette észre a kiilonbséget a kérdésfeltevésben, és ha megoldast tudtak adni, akkor mindkét
valtozathoz ugyanazt adtak. Megjelent tehat a ,tulbizonyitas”, azaz a tobbletinformacid (a kaldézok
megtalaljak a kincset) figyelmen kiviil hagyasaval torténé megoldas.

Lathato tehat, hogy a feladatmegoldas soran nemcsak ,,tobblet informacié”-t prébalnak alkalmazni a
megolddk, de ,informacid figyelmen kiviil hagyasa” is el6fordulhat.

A ,tulbizonyitas” jelensége megfigyelheté mas esetekben is feladatmegoldas soran és van, aki miutan
rajon/megtudja, hogy feleslegesen dolgozott, tevékenységét azzal indokolja, hogy ,biztos, ami
biztos, ezt is bebizonyitottam hozza”.

A problémamegoldasi folyamatban Pdlya Gyorgy felhivja a figyelmet az utolsé |épésben - a megoldas
vizsgalata (Pdlya, 1977) a bizonyitds ellen6rzésére és lehetséges roviditésére is. A megoldasi folyamat
soran tehat nemcsak a megoldasi lépések helyességét kell ellendrizni, hanem azt is, hogy valéban
sziikségesek-e ezek a lIépések a megoldashoz.
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Erdemes még részletesebben is megvizsgalni az ilyen ,tipust” feladatparokat — hiszen a ,Kincses”
feladat két véltozata feladat parnak is felfoghatd, illetve akar egy feladattipusnak is.

llyen feladatparok talalhatok példatarakban is, de ritkan, és ,elkilonitve”, azaz kiilonb6z6 helyeken
bukkanhatunk ra a par tagjaira:

A kovetkez6 (gytrs) feladatpar bar mas szovegezéssel, de szintén ilyennek tekinthetd.

2. a)
F Egy golyd kozepén egy lyukat furtak. A furat faldanak hossza h=6 cm.
I P Mekkora a maradék test térfogata, (vagyis az a térfogat, amelyet
ugy kapunk, hogy golyodtérfogatbdl kivonjuk a furattérfogatot)? A
feladat minden tovdbbi nélkiil megoldhato, pedig els6 rdnézésre
) ___—_____ nem is gondolndnk.
12.4bra B

(Hemme, H., 1988)

b) Egy R sugaru gombot kozéppontjan atmend tengelyl hengerrel atfarunk ugy, hogy egy 2 m
magassagu , karikagy(rd” maradjon bel6le (m<R).

Rogzitett m esetén hogyan kell megvalasztani a gomb R sugarat, hogy a gy(irl térfogata maximalis
legyen? (Reiman, |., 1986)

Lehetne természetesen az is a kérdés, hogy adott m esetén bizonyitsuk be, hogy a gylirli térfogata
fliggetlen R-tél.

(Ez utébbi valtozat is |étezik, némileg hosszabb torténettel: A Matematika Tanitdsa, 1996)

Meggondolva a feladatpdrok szerkezetét, mas feladathoz is elkészithet6 a parja, attol figgéen, hogy
melyik valtozat all rendelkezésre, a kilon informacidval mar konnyitett, vagy a masik.

* Feladat
Bizonyitsuk be, hogy
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a-b b-c c-a
+ +

P=u—aXX—m@-C)X_C x-a x-b

kifejezés értéke x-t6l figgetlen!

Hatdrozzuk meg P értékét!
(Lukdcs O./Scharnitczky V.:Erdekes Matematikai Gyakorld feladatok VI, Tankényvkiadé, 1975)
Gondolja meg a feladat megoldasat és utana adja meg a parjat. Ez utdbbit is oldja meg
M.
A jelzett fliggetlenség szamolassal kdzvetlenil adédik.

A kovetkez6 megfogalmazas lehet a feladat parja:

a-b b-c c-a
+ +

AP=(x-a)(x-b)(x-c) X—-C X-a X-b

kifejezés értéke fliggetlen x-t6l.

Hatdrozzuk meg P értékét! P értékének megadasahoz elegend6 alkalmas x —t behelyettesiteni,
példaul legyen x=0.

A kovetkez6kben tovabbi példakat mutatunk el6bbihez hasonlé feladatparokra:
5. a) Egy szamtani sorozat elsé n elemének 6sszege 4n’. Adjuk meg a sorozat elsé elemét és

differenciajat!

Az elsé megoldds: Ha n=1 akkor a;=4, ha n=2 akkor 4+4+d=4x4, azaz d=8 kell, hogy fennalljon. Be kell
latni, hogy az igy kapott sorozat valdban rendelkezik a mondott tulajdonsaggal, azaz az els6 n
elemének 6sszege 4n’.

felhasznalva az ismert 6sszegzési 0sszefliggést:
n/2(2x4+(n-1)8)=8nxn/2=4n" (1)

Vagyis a kapott szamtani sorozat eleget tesz a feltételnek.

A mdsodik megoldds:
Felhasznalva az el6bbi 6sszefliggést (1):
2a;+(n-1)d=8n, amibél 2a,-d=n(8-d) adadik.

ha van az elGirtaknak megfelel6 szamtani sorozat, akkor a 2a;-d értéke n-t6l fliggetlen. Az el6bbi
egyenl6ségben ez akkor teljesil, ha 8-d=0, azaz d=8 és a;=4. Ez igy megadott sorozat pedig
nyilvanvaldéan eleget tesz az eredeti feltételnek.
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s . 17 7 . 2 . 7r 7 7
b) Egy szamtani sorozat els6 n elemének Osszege 4n°. Adjuk meg a sorozat els6é elemét és

differenciajat!

Noha latszdlag kevés az adat mégis van egyértelm{ megoldas.

A feladat megolddsa:

A kiegészit6 megjegyzés miatt elegendd néhdany behelyettesitést vizsgalni és ennek segitségével
megadni a sorozatot. Példaul az el6bbiekben emlitett n=1 és n=2 helyeken. Ezzel a;=4 és d=8, ami az

emlitett egyetlen megoldas tehat.

* Feladat
Készitsen legalabb két ilyen tipusu feladatpart a megolddsukkal egyitt!

M.

Egyéni

* Feladat
Gondolja meg, miért érdemes az emlitett feladatparokat alkalmazni a matematika tanitasaban.

M.
Példaul mert:

Fejleszti a problémamegoldd készséget.

A sematikus feladatértelmezés/megoldas ellen hat

A koénnyebb valtozatot sokan meg tudjak adott esetben oldani
Rairanyitja a figyelmet a specialis helyzetek vizsgalatara

O O O O

A tovabbiakban befejezésil még néhany, hasonld szempontbdl érdekes feladat kovetkezik.

A kovetkez6 feladat szintén rejtett kincset tartalmaz, de masképpen:

Az ABC hdromszégben AB=28 cm, BC=38 cm. A B-bél indulé belsé szégfelezére A-bdl merédlegest
dllitunk, ennek metszéspontja a szégfelezével D. Az AC oldal felez6pontja F. Hdny cm hosszu a DF

1
szakasz?

' A feladatra és érdekes megoldasara Kovacs Viola tanarszakos hallgaté hivta fel a figyelmemet.
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(KOMAL?, K.374)

Megoldas a megolddkulcs alapjan:

A haromszdg BC oldalan vegyik fel a H pontot Ggy, hogy BH = 28 cm legyen. Ekkor az AHB
haromszog egyenld szard, melynek a BD szogfelez6 egyben oldalfelez6 merGlegese is, igy D az AH
szakasz felez6pontja. Mivel F az AC szakasz felez6pontja, ezért DF az AHC haromszog kézépvonala, igy
feleakkora, mint a HC oldal. Tehat DF=5 cm.

A C

13. abra

Egy tanulé a megoldas soran azonban masképpen gondolkodott:

Mivel a feladat nem tér ki a 5 szogre, ezért azt barmekkoranak vehetjiik. Tegyiik fel, hogy [ kozelit
0°-hoz. Ekkor BC oldal kézelit, AB oldalhoz, egy egyenesbe esnek. igy a [ szogfelez&jére A-bdl allitott
AD meréleges egyenes koézelit a 0-hoz, azaz A =D lesz. Emellett AC oldal hossza
=B(C —AB =38—28=10, gy AF = FC = 5 lesz. Mivel A = D, ezért DF = AF = 5, Tehat

a kérdéses szakasz 5 cm hosszu.

* Feladat
Olvassa el a két megoldast és gondolja meg melyik helyes.

M.

A szovegbe beleérthetd, hogy a B-nél levé szogtdl fluggetleniil megadhaté megoldas, tehat elég a
széls6 (kedvezd) helyzetek valamelyikét vizsgalni. Ha ugyanis |étezik ilyen FD hossza, akkor ennek

2 http://www.komal.hu/verseny/feladat.cqgi?a=feladat&f=K374&l=hu
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ezzel meg kell egyeznie. Mindkét megoldas helyes, csak éppen az elsé nem foglalkozik ezzel a
lehetGséggel.

* Feladat
Oldja meg a kovetkezd feladatot és gondolja meg, milyen kapcsolatban lehet ez a feladat az el6bbi

feladatokkal:

Egy tablara felirtuk az 1, 2, 3, ... ,2010, 2011 szamokat (az els6 2011 darab pozitiv egész szamot). Ezek
koziil egy |épésben két tetsz6leges szamot letorliink és helyettiik a kiilonbségiket irjuk. Ezt az eljarast
addig ismételjik, amig egyetlen szam marad. Paros vagy paratlan szam maradt?

M.

Egy lépésben a paratlan szdamok szama vagy nem valtozik, vagy kettGvel csokken. Kezdetben paros
sok paratlan szam volt, igy a megmarado paros lesz.

De gondolkodhatunk ugy is, hogy a feladatban rejtve van az az informacid, hogy a megmaradd szam
paritdsa eldonthetd, hiszen rakérdeznek, hogy paros vagy pdratlan ez a szam. Emiatt elég egy konkrét
eljarast kiprobalni, és a megmarado szam paritasa adja a valaszt.

A feladat kérdésfeltevésének félreérthetd volta még jobban latszik, ha 6sszehasonlitjuk egy masik
valtozatdval:

Egy tabldra felirtuk az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 szamokat. Egy-egy alkalommal két szamot letérliink
és helyettiik azok kiilénbségét irjuk fel. Ezt kilencszer elvégezve el6fordulhat-e, hogy a megmarado
szdém 07°

Ebben az esetben az lehet az 6tlet, hogy prébéljunk meg az adott médon 0-t kapni. Am ez az el6bbi
meggondolds miatt nem is sikeriilhet, hiszen 5 paratlan szamunk van, tehat a megmaradd szamnak
paratlannak kell lennie. Ezt azonban nyilvanvaléan be kell bizonyitani. Ennél a feladatnal a kérdés
alapjan egyértelmd volt, hogy be kell Iatni, csak paratlan szam maradhat utolsdnak.

Irodalom

Ambrus G.:Hidden Treasures in the Problem Solving Teaching [Rejtett kincsek a
problémamegoldas tanitasaban] In:Kinga Szics (Ed.): Problem Solving in
Mathematics Education, 2010 Jena, WTM - Verlag, Munster, 2011, 20-32

Pdlya, Gy.: A gondolkodas iskolaja, Gondolat, 1977

Schoenfeld, A. H. : Mathematical problem solving, Orlando, FL: Academic Press. 1985

Hemme, H.: Heureka, 7. feladat /13.0.Vandehoeck &Ruprecht, Gottingen, 1988

®Roka S.: 1389. feladat2000 feladat az elemi matematika korébdl, Typotex, 2000
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I. Feladatlap (Szakaszfelez6 merdleges)

1. Adott az 1,5 cm sugaru kor. Mozgasd el a lapon levé korh6z képest a masik
uyanakkora sugaru kort és figyeld meg, hany k6zos pontja lehet a kérvonalaknak!
Rajzold le a kiilonb6z6 lehetdségeket:

,5¢cm
(0] o*

Megfigyeléseid alapjan fogalmazd meg sejtésedet, hogyan fugg a metszéspontok
szama a két kor egymashoz viszonyitott helyzetétdl. Ezt is jegyezd le!

Nincs Rozds pont, ha OO* >3cm

Egyetlen Roz0s pont van, ha O0* = 3 cm
Két metszéspont van, ha 0 < O0™* < 3 cm

\\\\\\
\\\\\\\\\\\\\

AAAAAAN

2. Rajzolj korzével a 4 cm-es AB szakasz végpontjai koril két kort ugyanolyan sugarral Ugy, hogy a

korvonalak
metsszék egymast: r= cm pl: 2.8 cm

érintsék egymast: r= 2 cm
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Rajzolj korz6 segitségével tovabbi két kdrpart egymast metsz6 kérvonalakkal!

r=__cm pl: 4cm
Figyeld meg a metszéspontok helyzetét! Egészitsd ki:

A korparok metszéspontjai _egy egyenesen helyezkednek el.
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3. Az atlatszé papirra rajzolj egy 4 cm-es szakaszt! Hajtsd be ugy a lapot, hogy az A és B pontok
egymasra keriiljenek! Figyeld meg milyen helyzetl egymashoz képest a hajtasvonal és a szakasz és
jegyezd le megfigyelésedet!

A hajtasvonal _mer/leges a szakaszhoz képest és _ felezi  azt.

Valaszd ki a hajtasvonal egy P pontjat és rajzold meg az AP és PB szakaszokat!
Hasonlitsd 0ssze a szakaszokat és egészitsd ki az alabbi mondatot tapasztalatoddal:

Az AP és PB szakaszok egyenll] hosszisdgiiak .

Mi lenne a helyzet, ha egy masik P pontot valasztanank a hajtasvonalon? Fogalmazd
meg sejtésedet és indokold meg:
Ha P a hajtasvonalon van, akkor az AP és PB szakaszok  egyenl | hossziiak_,

mert  mert ezek a szakaszok a hajtdskor fedik eqymdst

4. a) Rajzold meg a lap sikjan azoknak a b) Szerkeszd meg a lap sikjan azoknak a
pontoknak a halmazat, amelyek az A és B pontoknak a halmazat, amelyek az A és B
pontoktdl egyenlé tavolsagra helyezkednek el! pontoktdl egyenlé tavolsagra helyezkednek el!

Jelezd azt is, hogy mi jellemzi ezt a ponthalmazt!

___x\\ /}ﬁ,
/N
2cm 2cm .’f \"‘.
[
Fl A kl. 4|cm .J .
A 4|cm B '\,\ :f'
F felez| pont \\ /{
- "'/ \\“‘*—._
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F felezbpont

\

A sikon azon pontok halmaza, amelyek az A és B pontoktdl egyenlé tavol helyezkednek el az AB
szakasz felez6merdlegese.

5. Hol vannak a lap sikjan azok a pontok, amelyek A - hoz kdzelebb vannak, mint B-hez?

Hasznalhatod hajtogatashoz és rajzolashoz az atlatszo papirt. Meg tudod magyardazni sejtésedet?

megoldds: [d. a laphoz késziilt elemzést

A feladatlap elemzése

Elbismeretek

Tavolsag (két pont tavolsaga, pont és egyenes tavolsaga, két egyenes tavolsaga),
egyszerl szerkesztések korz6vel és vonalzoval, egyszert feltételeknek megfelel
ponthalmazok megadasa, tapasztalatok szimmetrikus alakzatokkal. A téma a hatodik
osztalyban szerepel altalaban a tananyagban.

A lap felépitése és munkamodszere inkabb a hagyomanyos oktatasnak felel meg. A
feladatoknal tovabbi olyan kérdések is szerepelnek, amelyek lehetévé teszik a téma
tovabbvitelét problémamegoldd6 modszer iranyaba. Problémamegoldd tanitasi
modszer esetén hasonld kérdések mar az elején beépitésre kerllnek, sét a tanuldk
részeérél is elvart ilyenek megfogalmazasa.

Az elsé feladathoz a tanulék magukkal hozzak az 1 cm sugaru mozgathato koérlapot,
melynek kozéppontja is latszik. (A modell el6allitasa nem az 6ra feladata, példaul
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lehet el6készit6 hazi feladat az el6z6 oran feladva ).

Tevékenységek soran a tanuldk tapasztalatokat gyijtenek azzal kapcsolatban, hogy
a két korvonalnak lehet, hogy nincs kdzos pontja vagy egy vagy két kozos pontjuk
lehet. Mivel az egyik kor nem mozgathat6é (a papiron van) a tanuldk a masik kor
mozgatasaval arra koncentralhatnak, hogyan fugg a kd6zos pontok szama a két kor
egymashoz viszonyitott helyzetétél.

Elvarhaté megoldasok:

Tovabbi tanuldi megoldasok is varhaték:

QG

A tanar feladata, hogy a tanuldk figyelmét iranyitsa a lényeges és lényegtelen dolgok megfigyelése

b)

terén, mikozben a kiilonb6z6 helyzeteket vizsgaljak.

A feladat megoldasa utan kozosen beszélik meg a megoldasokat és
megfigyeléseket.

Ha a tanulok felvetik azt az esetet is, amikor a két kér fedi egymas, akkor ez a
helyzet is targyaldasra kertil

A két kor egymdshoz viszonyitott kiilonb6z6 helyzeteinek felsoroldsra soran gyakorlasra keril a
szisztematizaldas (a végtelen sok lehetséges helyzetet harom esetleg négy osztalyba soroljak);
gyakoroljak a célszerlen kialakitott rajz készitését is megoldasuk lejegyzése sordn.

Tovabbi kérdések:

1. Hany kozos pontja lehet két korlapnak? (végtelen sok, egyetlen, egy se)

A problémamegold6 tanitas soran cél az, hogy a korok egymashoz viszonyitott
helyzete a korok sugara és a korok kozéppontjait 0sszekotdé szakasz viszonya
alapjan keruljon megadasra, és ez kapcsolddjon az egyenl6tlenségek, folytonos
mozgas és a fuggvenyszer( kapcsolat témakhoz is. Az érintési helyzet akkor alakul
ki, ha a kozéppontokat 0sszekotd szakasz hossza 1,5 cm + 1,5 cm és ez az eset
valasztja el a metszéspontokat ado helyzeteket a k6z6s pontot nem tartalmazoktol.
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Gyakorlasra kerul, hogy Kor(lap)* Korvonal, valamint a szisztematizalds (a kilonb6z6 esetek
megtalalasanal).

2. Milyen (lényegileg kiilonb6z6) helyzetek lehetségesek két kiilénbdz6 sugaru kor esetében?

TN //‘_\\ . /--— . — P
CICICICIO-IO:
. \\x_\:rj ;(/ .\\\._ ,./\/“/ \\'\ ,,-")) .l \.ﬂ_-ﬁ/ .\\__ __.//' ‘—/

Model® segitségével varhatd, hogy a tanuldk megtaldljdk az eseteket. Tapasztalataink szerint a
tanuldoknak tovabbi segitség szlikség, hogy az egyes eseteket metrikusan is jellemezni tudjak.

Itt is gyakoroljak a szisztematizalast— kulonb6z6 esetek megtalalasa a folytonos
mozgatas soran — és modszereket is a szisztematizalashoz (az esetek metrikus
jellemzeése).

Mig az elsé feladat esetében az adott sugaru koérok helyzetét, azaz a kdzéppontok helyzetét kellett
valtoztatni, addig a masodik feladatban két kér kozéppontjai (egy szakasz végpontjai) adottak és a

korparok sugarat keressik ugy, hogy két metszéspontja legyen a koérvonalaiknak. Az elsé feladat
abrain lathatd, hogy ebben az esetben a sugar hossza legalabb a szakasz hosszanak felével kell, hogy
egyenlé legyen.

A szerkesztés alapjan lathato, hogy a kozos pontok egy egyenesen helyezkednek el, amely felezi az
AB szakaszt és AB-re meréleges.

A gyerekek meg tudjak fogalmazni a sejtést, hogy a tovabbi kérpar-metszéspontok is ezen az
egyenesen lesznek majd, mivel a felrajzolt korparok semmilyen specidlis tulajdonsaggal nem
rendelkeztek, igy barmely korpar esetén a metszéspontok az el6bbiekben meghatarozott egyenesen
lesznek.

A tanuldi megolddsok esetén el6fordulhat a megfigyelés kdvetkez6 megfogalmazasa: ,A korparok
metszéspontjai egy egyenesen vannak, mely egyenes felezi az AB szakaszt és merGleges AB-re.” Erre
a megfogalmazasra a k6z0s megbeszélés soran feltétlendl ki kell térni.

A megoldas soran gyakorldsra keril a korz6 és vonalzé haszndlata, a megszerzett tapasztalat
egybevagd korok sugara és helyzete kozott. Valamint absztrahaldsra és konkretizalasra is sor keril a
metszéspontok helyzetének vizsgalatakor.

* A tanulok nagy és kis lyukas kordket valaszthatnak a Logikai Készletbél..
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A harmadik feladat esetén a korabbiakban Iétrehozott egyenes pontjait vizsgaljuk mivel a

hajtasvonal — ahogy ezt a tanuldk is észrevehetik — éppen ezt az egyenest adja meg. (A tanuldk mar
az 6todik osztalybdl rendelkeznek azzal az ismerettel, hogy egy ponton at - itt a szakasz k6zéppontja -
egy egyeneshez egyetlen meréleges hizhaté.)

A papirhajtas segitségével a tanuldk bizonyitani tudjak, hogy az AP és PB szakaszok egyenld
hosszusaguak, és hogy ez a tulajdonsag fliggetlen a P pont helyzetétél (a hajtasvonalon).

A tanuléktdl elvarhato, hogy beldssak, ha P a hajtasvonalon van, akkor az AP és PB szakaszok egyenld
hosszuak, mivel a két félsik pontonként fedi egymast.

Valészinlileg az emlitett szakaszok egyenlGségének bizonyitdsdhoz a kovetkezd indoklas kevésbé
fordul el6:

,»-....mivel A és B a hajtasvonalhoz képest szimmetrikusan helyezkednek el.”
vagy:

,»-....mivel a hajtasvonal az AB szakasz szimmetria tengelye.”

Bar a tanuldk mar rendelkeznek szimmetridkkal, szimmetrikus alakzatokkal kapcsolatos ismeretekkel
az el6z6 osztalyokbdl, azonban ez még nem elegendd, ilyen megfogalmazasokhoz.

Gyakorlasra keril a vonalzd hasznalata, az absztrahalds és konkretizalas, valamint az indoklas

A negyedik feladatnal az a) esetében fogalomalkotasrdl van szo. A 2. és 3. feladatbdl kovetkezik, hogy

a keresett ponthalmaz a szakaszfelez6 meréleges.

A b) rész szerkesztésénél alkalmazasra kerul a 2. feladatban szerzett ismeret,
nevezetesen, hogy a korparok metszéspontjai egy egyenesen vannak, amely a
szakaszt felezi és arra meréleges.

Az a) esetében a ponthalmaz megrajzolasanal a tanuldk szerkesztési eszkdzokkel vagy anélkil
dolgozhatnak. A rajzon fel kell tiintetnilik az egyenes tulajdonsagait (F felez6pont, derékszog).

A b) esetében elvarhaté a tanuloktdl, hogy az egyenes megszerkesztéséhez tobb
egymast metsz6 korpart rajzoljanak. Itt egyrészt meg kell beszélni, hogy hany pont
hataroz meg egyértelmien egy egyenest, és hogy tovabbi metszéspontok megadasa
nem hibas, de felesleges. Masrészt, hogy a metszéspontok egyenként két koriv
segitségével adhaték meg (igy a szerkesztés attekintheté6 marad).
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Gyakorlasra kerul tobbek kozott a korzé és vonalzd hasznalat és a mar korabban
emlitett, 2. feladatbol nyert ismeret.

* Feladat
Gondolja meg, milyen tovabbi kérdés tehet6 fel!

M.

Példaul: Add meg a térben azoknak a pontoknak a halmazat, amelyek adott A és B pontoktdl egyenlé
tavol vannak.

Ez a ponthalmaz egy sik, amely felezi AB szakaszt és arra meréleges.

Indoklas:

Egy AB szakaszt tartalmazé sik esetében tudjuk, hogy a keresett ponthalmaz a
szakaszfelez6 mer6leges. AB szakasz koruli forgatassal a szakaszfelez6 meréleges
egyenes a szakaszfelez6 meréleges sikot irja le. A PA és PB tavolsagok minden P
esetén a térben a konkrét [ABP] sikon vizsgalhatok. (Amennyiben P az AB
egyenesen talalhatd, ugy vegyunk egy tetszéleges sikot a végtelen sok lehetséges
sik kozdl.)

Megjegyzés:

A tanulok az el6bbi feladat megoldasahoz ugy is eljuthatnak, hogy fognak két palcat
az egyik legyen szamukra az AB szakasz a masik a szakaszfelez6 mer6leges rajta.
Mikozben a ,szakaszfelez6 mer6leget” forgatjak AB korul, az egy sikot ir le stb..

Gyakorlasra kerllnek a problémamegoldas elemei a geometriaban, melynek
soran egy kétdimenzids problémat haromdimenzidsra altalanositanak és a
megoldasra kétdimenziés problémara vezetik vissza, valamint matematikai
objektumok megjelenitésére, a probléma elemzésére is sor kerul.

Az 6todik feladat esetében egy problémaszituaciérdl van szé. Az eddigi felépités alapjan kilonbozé
fajta megoldasok varhatoék. A tovabbiakban megadunk egy olyan megoldast, amelyet egy hasonldan
tervezett 6ran tortént latogatas alkalmaval lattunk.

A tanuldk a feladaton korilbeliil 5 percig dolgoztak 6nalléan, majd megbeszélés kovetkezett. A
sejtések a kovetkez6 abrakon lathatok:
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Egy kislany jelentkezett, hogy neki mas sejtése van, és a kovetkezét rajzolta fel a
tablara:

Az oranak itt vége volt., igy tovabbi megbeszélés nem volt lehetséges. A tanarnak el
kellett dontenie, hogyan dolgozzon az 6todik feladattal tovabb.

* Feladat
On, mint tanar mit tenne? irjon lehetséges déntési médokat.

M.
LehetGségek példaul:
1. Hazi feladatként feladja, hogy mindenki hasonlitsa Ossze sajat elképzelését a kislany

sejtésével.

2. ElGszor kozli, hogy helyes a kislany sejtése, majd ezutan adja fel hazi feladatnak az el6bbi
0sszehasonlitast.

3. Felad mas hazi feladatot, és kozli, hogy a kovetkez6 6ran még visszatérnek erre a feladatra.

Ezen az dran a tanar a harmadik lehetGséget valasztotta, és a kovetkez6 feladatot adta fel hdzi
feladatnak:

Szakaszfelez6 merbleges segitségével add meg egy 9 cm hosszu szakasz
kovetkezd részeit:

A kovetkez6 éran megbeszélik majd meg a lehetséges megoldasi mdodokat és a tanuldk esetleges
nehézségeit.

Az o6todik feladattal kapcsolatban a kovetkezOkben két megoldasi moédot mutatunk
be.
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Elsé lehetdség

A tanulok kereshetik a megfeleld pontokat egy, az AB szakasszal parhuzamos
egyenesen. Ebben az esetben kereshetjuk a megoldast el6szor a g egyenesen levd
E és F pontok kozott (E a g egyenes és az A-ban AB-re huzott merdleges
metszéspontja, F a g egyenes és a B-ben AB szakaszra huzott merdleges egyenes
metszéspontja). Mozgassuk P-t E-bdl F felé.

Elp — F
i ]
S
A B

Ennek soran az AP tdvolsag novekszik, a BP tavolsag csokken. A szakaszfelez6 és g egyenes
metszéspontjdban AP = BP lesz. Ez azt jelenti, hogy ,el6tte” PB > PA allt fenn. Ha P tovdbb mozog,
akkor PA > PB.

Az el6bbi eljaras fluggetlen attdl, hogy g egyenes milyen tdvol van AB szakasztdl. Azonban ez a
bizonyitas nem terjeszthet6 ki a g egyenes tovabbi pontjaira. ugyanis ekkor még a tanuldk ismeretei
nem elegendéek hozza. (Erre el6szor a 7. osztalyban keriilhet sor). Az el6bbi meggondolasok azonban
segithetnek a sejtés megfogalmazasahoz.

A g egyenes tovabbi pontjainak vizsgdlatdhoz két mddszert mutatunk.

a)
Egy P kdézéppontu kor (r = PA) a PB egyenest S pontban metszi.

Pe.iE iFg
Vil
A B

A PAS haromszOg egyenldszaru igy az A-nal és S-nél levd belsd szogek egyenléek
(a). Az a szdg hegyesszdg, mivel 2a < 180° (A haromszdg belsé szdgeinek
0sszege). A PAB sz0g tompaszog (P helyzete!) igy a < pPAB. Emiatt az AS szakaszt
tartalmazza a PAB szogtartomany. Ez azt jeleni, hogy S pont P és B kozott van.
Abbdl, hogy PS a PB egy része és abbdl a feltételezésbdl, hogy PS = PA
kovetkezik, hogy PA < PB.

Ahhoz, hogy a tanulok ilyen megoldast készithessenek, rendelkezniik kell a
szukséges ismeretekkel, amely azonban lehet, hogy a szakaszfelez6 meréleges
tanulasakor még nem allnak rendelkezésre a tananyag felépitése miatt. Ebben az
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esetben egy kés6ébbi megfelel6 alkalommal vissza lehet ra térni.

Ennél a megoldasnal gyakorlasra keril az egyenl6szard derékszogl haromszog, a haromszog belsé
szogeinek Osszege, az elemi problémamegoldé képesség a geometridban, az AB szakaszfelezd
merGlegesének tulajdonsagai (pontjai A-tél és B-t6l egyenlé tavol vannak), valamint megfelel6 abrak
készitése matematikai problémakhoz (példaul a P pont mozgasanak abrazolasa).

b)

P .E iF
! T |
:\ |
A 8

Ha P a g egyenesen a jelzett iranyba mozog, akkor AP és PB szakaszok mindketten
novekednek. Mivel azonban a PAB sz0g tompaszogd, igy ez nagyobb, mint az ABP
sz0g az APB haromszogben és igy PB > PA. (Ugyanis egy haromszogben igaz, hogy
nagyobb oldallal szemben nagyobb sz6g van.) Ez utobbi ismeret azonban el6szor a
hetedik osztalyban szerepelhet és nem mindenhol kerul eld.

A b) szerinti megoldas soran a tanuldk tobbek kozott gyakoroljak az el6bb emlitett haromszogel
oldalai és szogei kozotti kapcsolatra vonatkozé ismeretet, az elemi problémamegoldd képességet a
geometriaban, az AB szakasz felez6 merGlegesének tulajdonsagait (pontjai A-tél és B-t6l egyenld
tavol vannak), valamint megfelel6 abrak készitését matematikai problémakhoz (példaul a P pont
mozgasanak abrazolasa).

Megjegyzés a megolddshoz: Az els6 lehet6ség meggondoldsa egyrészt az ismeretek varhatd hianya,
masrészt a matematikai gondolkodds még nem megfelel§ szintje miatt a hatodik osztalyban, a
szakaszfelez6 tanulasanal még nem lehetséges, és 6nallé6 megoldasként - kivételektél eltekintve -
nem is varhato el ebben az életkorban.

Mdsodik lehetbség

Az atlatszé papiron a tanuldk felvehetnek olyan pontokat, amelyek nincsenek a hajtasélen, ezeket az
A és B pontokkal 6sszekdtve a kapott szakaszok hosszat hajtassal hasonlithatjak 6ssze és igy
fogalmazhatjak meg sejtésiiket..

A tanulék mar az otodik osztalybdl tudjak, hogy ha egy P pont az A ponttal
megegyez0l félsikban talalhato ( az AB szakasz felez6 merblegese a sikot két félsikra
bontja) ha az AP szakasznak nincsen k0z0s pontja a szakaszfelez6 merdlegessel és
hogy két pont, itt P és A kozott a legrovidebb ut a két pontot 6sszekotd szakasz, itt
AP.

Ezekkel az ismeretekkel a kovetkez6 megoldas készithetd:
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Egy tetszbleges P pontot véve az A-t tartalmazo félsikban (Id elébb) az AP szakasz
telies egészében ebben a félsikban marad, a PB szakasznak van metszéspontja a
félsik hataregyenesével (a szakaszfelez6 merdleges), és ez legyen most T. T (mint a
szakaszfelez6 merdleges barmely pontja) egyenlé tavol van A-t6l és B-tél is.
(AT = TB). Emiatt a PB szakasz és az ATP torottvonal hossza megegyezik. A
torottvonal hosszabb, mit AP, hiszen az A és P pontok kozott ez utébbi a
legrévidebb ut, igy PB = PT + TA > PA.
(A PA < PT + TA kifejezéssel megjelenik itt a haromszog egyenldtlenség is, ami
esetleg csak késbbb szerepel a tananyagban, de ebben a targyalasmodban nem
okoz gondot.)
A megoldas soran itt is gyakorlasra kerul az elemi problémamegoldd képesség a
geometridban, a szimmetriak felismerése, az AB szakasz szakaszfelez6
merélegesének tulajdonsaga, (pontjai az AB pontoktdl egyenlé tavol vannak),
valamint az egyszerl matematikai indoklasok, és megfelel6 abrak készitése.

* Feladat
Milyen tovabbi kérdés tehets fel az 6todik feladattal kapcsolatban.
M
Az el6z6ekben feltett tovabbi kérdés alapjan adodik itt is példaul a térbeli
altalanositas lehetdsége:
Hol vannak a térben azok a pontok, amelyek A-hoz kozelebb vannak, mint B-hez?
Indokold meg sejtésedet!

A tanuldk eljarhatnak az emlitett analég feladathoz hasonl6an, azaz lényegében ugy,
mint ahogyan az egyenlGség bizonyitasra kerdlt.

Ennek soran az emlitett feladat megoldasa soran gyakoroltakon kivul analég feladat
keresése is gyakorlasra kerul,
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Il. Feladatlap (szakaszfelez6 merédleges)

1.

a) Rajzolj vonalzoval egy AB szakaszt egy atlatszé lapra és hajtsd a lapot ugy, hogy
az A és B pontok fedésbe keruljenek! Rajzold a feladatlapra a szakaszt a hajtaséllel
és jeldld, hogy A és B egymashoz képest szimmetrikusan helyezkednek el! Figyeld
meg és jegyezd fel a hajtasvonal tulajdonsagait!

A tajtdsvonal az AB szakasz ssimmetriatengelye (nemcsak a ket végponte)
A hajtdasvonal mer' leges az AB szakaszra és azt felezi. Igy az A és B
pontoR a hajtdsvonaltol eqyenll] tdvolsdgra vannag, .

|
I
I
|
Bl | Al
i E B 1 hiagtisconal pontjiai a sif, minden ri szimmetri€usan elfelyesked’) pontpiyiits!l
! ajtdsvonal pontjar a sik minden rd szimmetrikusan ellhelyesked] pontpdryito
; eqyenll] tavol vannak, igy A és B pontokiol is.
. A hajtisvonal az AB szakasz szimmetriatengelye (nemcsak a két végponté).
H A hajtdsvonal merdleges az AB szakaszra és azt felezi. Igy az A és B
B ! A pontok a hajtdsvonaltol egyenls tavolsigra vannak, .
A T,
A \ B

A fhajtisvonal pontjai a stk minden rd szimmetriRusan elhelyezReds

: pontpdrjatol egyenls tavol vannak, igy A és B pontoktol is.

Egészitsd ki:

Az AB szakasz szzmmetrifus a hajtasvonalra, mint szimmetriatengelyre.

Ez a szimmetriatengely fe/zzi a szakaszt €s mert //egqes a szakaszra.

A szimmetriatengely pontjai az A és B pontoktdl ezyen/ | tdivolsigra helyezkednek el.

Egészitsd ki rajzodat, ha szikséges ugy ,hogy az el6bbi tulajdonsagok is lathatdak
legyenek rajta!

A ’ il B
| AF = FA'
I AF=FB

Az el6bbi tulajdonsagok egyeértelmien meghataroztak egyenesunket:

Két adott A és B ponttdl egyenld tavol levé pontok a sikon az AB szakasz felez6 merélegesét -
szimmetria tengelyét — alkotjak.

b) Szerkezd meg korzével és vonalzdval azon pontok halmazat, amelyek A-tol és B-
t6l egyenld tavol vannak!
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2.
a) Dolgozz egy masik atlatszo papirral!

Rajzolj korzdvel egy hegyes szOget a papirlapra!

Prébald meg a lapot ugy hajtani, hogy a szégszarak fedjék egymast! Rajzold fel erre
a lapra a szogszarat a hajtaséllel!

Rajzolj fel egy pontpart, amelyek a hajtas révén fedik egymast (ehhez mérhetsz, ha
szukseéges atszurhatod a papirt, vaghatsz...)

Rajzolj a sz6g csucsa korul a kivalasztott ponton at egy kort, és figyeld meg a
képpontot!

Egészitsd ki:

“ A __— Ahajtasél dtmegy a sz6g  csicsin  és a

A
|
J

—

hegyesszoget £zz szimmetrikus és iy eqvent/] részre osztja.

———

o |

A hajtas soran egymast fedd pontok 4 és 4 a szog

'"'E“llll:j __________ csucsatol gpen/ ] tavolsagra vannak, és egya szdg csics
T koriil rajzolt .kOrvonalon talalhatok.
-
ST

s

A szdgszarak egy masik
szogtartomanyt is meghataroznak.
Rajzold fel ezt is, és figyeld meg a
hajtasvonalat!

A hajtasvonal a szogtartomanyt
hatarol6 szogszarak szimmetriatengelye.

Az az egyenes, ami a két szogtartomanyt egyenl6 részekre osztja, a szogszarak altal meghatdrozott
szbgtartomanypar a szogfelez6 egyenese — szimmetriatengelye - . A szogfelez6 egyenesnek az a
része, amely az adott szogtartomanyba esik a szog szogfelez6 félegyenese, - vagy roviden
szogfelezbje -
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Dolgozz a rajzodon! Jelold
* piros szinnel a hegyes szOget és ennek

e &y A
szogfelezgjét
* z0ld szinnel a kiegészitd szoget és
ennek szogfelezgjét!
\>‘4\

b) KOsd O0ssze az A és A’ pontokat egy szakasszal és e szakasz és a szogfelezd
metszéspontja legyen F.

Egészitsd ki:

Az A és A’ pontok (és a szogszarak minden szimmetrikus
pontparjai) szimmetrikusan helyezkednek el.

Emiatt az AA’ szakasz merl //eges @ szOgfelezb egyenesre
és és AF epen/] A'F.

Egy egyenes egy szakasznak szakaszfelez6 merélegese,
ha dtmegy a felezl ] pontriin és mert ] leges a szakaszra.

A szogfelezb egyenes az AA' szakasz felezl | mer |legese .

N A

c) Szerkeszd meg kérzével és vonalzéval az alabbi szdg szogfelezjét! ird le a
szerkesztés |épéseit és a szerkesztés indoklasat

/KX //

A szerkesztés menete:
*  ggy ssimmetrikus pontpdr Keresése: A s20q csiicsa Roril rajzolt tetsslleges koriv a Ret szogszdrakat
eqy-eqy pontban metszi, esek ssimmetrikus part alkotnak,

* 1 pontpdr szimmetriatengelyeneR, sserkesstése: A s20q csicsa rajta van a ssimmetriatengelyen, egy
mdsik, pontot a Rét scimmetrikus pont Koril rajzolt eqyenll] sugari KoriveR, metszéspontiaként
Kaphatunk,

A szerkesztés menete:

e Sl

® ¢y szimmetrikus pontpdr Reresése: A szdg csicsa Roril rajzolt tetszoleges Roriv a Rét szogszdrakat
egy-egy pontban metszi, ezek_szimmetrikus pdrt alkotnak_

e 19 pontpdr sz.immetr‘iatenge[_')-'énel{ szerkesztése: A sz0g csucsa rajta van a sz.immetr‘iatenge[_')-'en_, egy
mdsik_pontot a Két szimmetriRus pont Roril rajzolt egyenlS sugari RoriveR metszéspontjaként
Raphatunk,

Hazi feladat:
1. Marton Budapesttdl nem messze, egy kis falu féutcajan lakik. Hazuk az
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iskolatol és az dvodatol egyenld tavolsagra talalhaté.
Rajzolj egy vazlatot a fizetedbe, és ezen szerkeszd meg azt a helyet, ahol

Martonék haza van. Ismételd meg a szerkesztést kulonbozé6 tervekkel és ird
fel megfigyeléseidet. Példaul a terv igy nézhet ki:

iskola
o

ovoda
Fo utca

N

A hdza az ovoda és az iskola ,szimmetriatengelyén fekszik, Ennek alapjin aszerint, hogy az iskola és az
ovoda hogyan helyezkedik el a hdz a F utcdn 0, 1 vagy végtelen sok helyen lehet.
a) Ha az OI (6voda és iskola helyét megads

iskola
pontok) szakasz merleges a ¥ utcdra, de
azt nem metszi, akRor nincs RGzds pont.
6voda
Fo utca
b) Amennyiben a F_| utca a szimmetriatengelye iskola
az OI szakasznak, akRor a hdz a F utcdn
bdrhol lehet.
Fo utca
6voda
c) A tovdbbi, el lzlleRtl1[ eltér] eseteRben iskola

eqyetlen pont adodik a hdz helyeként. Ehhez
Rét lényegileg Riilonboz!| helyzetet mutatunk,
be a végtelen sok lehet | ség Roziil.)
/ Fé ut

ovoda

ovoda iskola

FO utca
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A hdza az 6voda és az iskola .szimmetriatengelyén feRszik, Ennek alapjin aszerint, hogy az iskola és az
ovoda hogyan helyezRedik el a hdz a FG6 utcin 0, 1 vagy végtelen sok_helyen lefet.
a) Ha az OI (bvoda és iskola helyét megads iskola
pontok) szakasz merdleges a F6 utcdra, de azt
nem metszi, akRor nincs Rizos pont.

6voda
Fo utca
6) Amennyiben a FG utca a szimmetriatengelye az iskola
OI szakasznak, akkor a hdz a F6 utcin barfiol
lefiet.
" Fé6 utca
o6voda
¢) A tovdbbi, el6z6eRtol eltérG eseteRben egyetlen iskola
pont adodik a hdz Fhelyeként. Ehfez Rét
lényegileg Riilonbozd helyzetet mutatunk_be a
végtelen sok_lehetGség Roziil,)
Fo ut
6voda

2. Rajzolj vonalzéval egy AOB hegyes szoget a flizetedbe!
Szerkeszd meg korzével és vonalzéval a szogfelezGjét! Adj meg egy P pontot a szogfelezén és
egy Q pontot a POB szégtartomanyon bell!

Szerkeszd meg kérz6vel és vonalzdval P és Q pontok tavolsagat mindkét szogszartdl! Hasonlitsd 6ssze
a pontok tavolsagat a két szogszartol!

P mindkét szdgszdrtol egyenl tdvolsdgra van. Q az OB —hez Rjzelebb van, mint az OA-hoz.

IndoRlds:
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A Q ponton dt OB-vel pdrhuzamosan hilzott egyenes
metszi a szigfelezl]t.

Az ugyanolyan mddon jelzeit szakaszok, egyenil]
hosszilak,



zakaszfelezovizsg (Utoljaraa felhasznalo mentette) [kompatibilitasi mod

Kezdélap Beszuras Lap elrendezése Hivatkozas Levelezés Korrektura Nézet Formatum

Kivaga 7 2
glakiiaic Monotype Corsiva ~ ~ 12~ | A" a7|[2] |
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53 Masolas
Beillesztés | ~ abe * Aav|[2- A~
° f Formstummésolé || [FA@A PesRIRG =

Vagélap g Betitipus ] Bekezdés ) Stilusok

P mindkét szdgszartolegyenls tivolsigra van. Q az OB —fiez Rozelebb van, mint az OA-foz.

) Indokfis:

A Q ponton dt OB-vel parfiuzamosan hizott egyenes

metszi a szogfelezdt.
Az ugyanolyan médon jelzett szakaszoR_ egyenls
fossziiak,
Q
0

A feladatlap elemzése

A laphoz szukséges elGismeretek: két pont tavolsaga, pont és egyenes tavolsaga,
két egyenes tavolsaga, egyszerl szerkesztések korzével és vonalzoval, ponthalmaz
meghatarozasa egyszerl esetekben, szimmetrian alapulé egyszeri geometriai
fogalmak (tapasztalatok szimmetrikus alakzatokkal, tengelyes tukrozés és
tulajdonsagai)

A feladatlap a geometriai fogalmak elemi ,szimmetria élményeken® alapuld
felépitését koveti. llyen felépités mellett természetesen adodik az analdgia a
szakaszfelez6 meréleges és a szogfelez6 kozott.

Ennek a lapnak a felépitése kulonbozik az elsé lapétdl, mivel ennél masfajta tanuldi
el6ismeretet feltételeztink fel. (A tengelyes tukrozés tulajdonsagai, a szakaszfelezd
merbleges, mint ponthalmaz). Ebben az esetben a tulajdonsagok és definiciok
geometriai transzformaciokon és fuggvényszerl Osszeflggések alapjan kerulnek
bevezetésre.

A feladatok Osszetétele és a munkamodszer, ahogyan ezeket feldolgozzuk, inkabb a
problémamegoldo stilusu tanitasi modszernek felelnek meg. Példak lesznek arra is,
hogy a feladatokat hogyan lehet még ,tovabbvinni”.

A tanuldknak lehet6séguk van arra, hogy medfigyeléseket tegyenek. A kiegészitendd
mondatok a tanulok figyelmét azokra a megfigyelni valdkra iranyitjak, amelyek a
feladatlap megoldasahoz sziukségesek.

A megoldasok és a megoldasi utak kdzos megbeszélésre kerulnek az els6 és a
masodik feladat utan is. Az egyes feladatok esetében lehetséges elvarasok
kozvetlendl leolvashatdk a lapokrol.

Az 0otodik osztalypan mar sor Kkerult arra, hogy bizonyos alakzatok
szimmetriatengelyeit megkeressék a (pontokbol all6 alakzat, kor, egyenes,
parhuzamos savok, szakasz, koriv stb.). Ezen a lapon ezzel a modszerrel dolgoznak
megint. Meg kell keresnilk a szakasz és a sz6g szimmetriatengelyét. Ennek soran
megallapitjak, hogy mind a szakasznak, mind a szOgeknek egyértelmien
meghatarozott szimmetriatengelyuk van; sor kerul mindkét esetben egy olyan
modszer  megkeresésére  is, amellyel ezek a  szimmetriatengelyek
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megszerkeszthetok.

A szakaszfelez6 merbleges és a szOgfelez6 esetében figyelembe kell venni azt az
alapvet6 kulonbséget, hogy mig a szakaszfelez6 meréleges
megadhatod/jellemezhetd, mint a sik azon pontjainak halmaza, amelyek a szakasz két
végpontjatdl egyenl6 tavol vannak, a szogfelez6 esetében csak az mutathaté meg,
hogy ennek pontjai a szogszaraktdl egyenlé tavol vannak (ez a szimmetriabdl
kovetkezik). Ennek a lesziikitésnek a magyarazatara részben sor kerul a 2. Hazi
feladatban (a pontok a szogtartomanyban).

Az 1. feladat esetében a szakaszfelez6 merdleges a szimmetria ,oldalardl” kerul
targyalasra — a szimmetria tulajdonsagai hangsulyozasaval - , mivel a szogfelezé is a
szimmetriatulajdonsagok alapjan kerul bevezetésre és a szerkesztése is ezen alapul.
A feladat a) részében azt a szimmetriatengelyt keressuk, melyre tukrozve A pontot az
B pontba kerul. A szakasz minden pontja igy paronként megfeleltetheté egymasnak.
Az egymast fedé pontparok esetében a szimmetriatengely minden esetben a
hajtasél.

i
. £
Cc
B' £
Yl Kl
A ‘
X Y
.r’ . Al
/! X B

A szimmetrikus pontpar tagjai egyszerre ,kiindulasi pontok” és ,képpontok™ (A
egyuttal B'-nek és B egyuttal A'-nek is tekintend6); A két geometriai transzformacio a
tanulok szamara két atlatszé papir segitségével, ezek egymasra tételével jobban
szemléltethetd.

Példaul:
4
'
T s
f.n’ B ),”
' ./
A\‘i \‘i
r rs
K \_ K \B
;: Al J,"
s s
£ '

Ez a szemléltetési lehetéség egy meég alkalmasabb szemléltetési eszkdz
kialakitasara vezethet6 tovabb.
Atlatszé papir vagy folia segitségével készithetd el a kovetkez6 szemléltetéeszkoz:
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(Majoros &Vasarhelyi, 1998, El6adas a Ratz Laszlé Vandorgydlésen)

A szakasz két végpontja hatarozza meg az 0Osszekotendé pontok (altal
meghatarozott szakasz) szimmetriatengelyét.

Ez a szimmetriatengely a sik egy tengelyes tukrozésének tengelyeként tekinthetd.
Minden egymasnak megfelelé pont ugyanazt a szimmetriatengelyt hatarozza meg. A
szimmetriatengely az egymasnak megfelel6 pontoktol egyenl6 tavol van.

Fontos a tanuldk szamara kulon kihangsulyozni, ami az el6z6ekbdl kovetkezik:

Ha egy szimmetrikus pontpar tagjai (egy sikon) nem esnek egybe, akkor ennek a
pontparnak a segitségével a szimmetriatengely egyértelmien megadhato.

Mivel a szimmetriatengely az A és B pontoktdl egyenld tavol van (a két pont az
egyenestdl egyenként ugyanolyan tavol van) a szimmetriatengely egyuttal az AB
szakasz felezémerélegese is. (A 2 feladatnal a korzdvel és vonalzéval vald
szogfelez6 szerkesztésnél egy megfeleld pontpar szimmetriatengelyének
megszerkesztésére kerll sor, amely a felez6 merélegese a pontpar tagjai altal
meghatarozott szakasznak.

Az otodik osztalyban mar bevezetésre kerult a szakaszfelez6 meréleges, mint azon
pontok halmaza, amelyek a szakasz két végpontjatdl egyenlé tavol vannak. Ezen a
lapon az 1a) feladatbdl kovetkezik, hogy a szakasz szimmetriatengelyének pontjai
rendelkeznek azzal a tulajdonsaggal, amelyek a szakasz szakaszfelez6 merdlegesét
hatarozzak meg. ezt a megfigyelést a tanulok a keretben lev6 szOveg kiegészitésével
fogalmazzak meg.

Az 1a) és b) feladatok rekonstrukcios feladatok: a tanuloknak kell megadniuk a
szimmetriatengelyt (t), ha az A(=B’) és B(=A’) pontok (mint szimmetrikus pontok) meg
vannak adva (A, B—t).

Az 1Db) feladatbeli felez6 merdleges szerkesztésénél felhasznaljak a tanulok a
szimmetriatengely azon tulajdonsagat, hogy a tengely pontjai az A és B pontoktdl
egyenlé tavol vannak (vo. még az |. feladatlap 4. feladatanal tett megjegyzések).

Az 1a) részfeladatban a tanulok el6szor konkret (enaktiv, gyakorlati) szinten
dolgoznak és utana fogalmazzak meg megdfigyelésuket (ikonikus szint). Az 1 b)
részfeladat esetében a tanulok megint konkrétan dolgoznak. A kulonb6z6 szintek
kOzotti valtas egy ,alaposabb® absztrakcidt tesz lehetéve, ami ,atlagos® tanuldk
problémamegoldasanal szukseéges. (vo. Ambrus, A./Hortobagyi, |. 2001,13.0.).

Gyakorlasra kerulne példaul: sajat gondolatok megfogalmazasa a matematikaban, a
tengelyes tukrozés tulajdonsagai, Korz6 és vonalzé hasznalata, megfelel6 grafikus
megjelenités keresése és elkészitése, megfigyelések absztrahalasa és
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konkretizalasa, indoklas, objektumok geometriai-rajzos megjelenitése.
* Feladat
Fogalmazzon meg tovabbi kérdéseket a feladattal kapcsolataban!
M
Példaul a kdvetkez6k lehetnek ezek:
1. Hol vannak a lap sikjaban azok a pontok, amelyek kozelebb vannak A-hoz
mint B-hez?
A sejtésed megfogalmazasahoz hasznalhatsz atlatszé papirt, amelyen rajta van az
AB szakasz.
A B

Rajzold fel sejtésedet!
Tudod bizonyitani is?

2. Hol vannak a sikon azok a pontok, amelyek 3,4,5 ... ponttdl egyenlé tavol
helyezkednek el?

Elvarhaté megoldas az 1. kérdéshez:

A feladatnal a tanuldk atlatszoé papiron is dolgozhatnak. Felrajzoljak a pontokat (ne
legyenek a hajtasélen), a szakaszokat 6sszehasonlitjak a papir megfelel6 hajtasaval
és igy fogalmazzak meg sejtésuket.

A szukséges meggondolasokhoz Id. 1. feladatlap.

Elvarhaté megoldas a 2. kérdéshez:

Feltétel: a két- két pont altal rendre meghatdrozott szakaszfelez6 merélegeseknek egyetlen kdzos
(M) pontjuk kell, hogy legyen:

H a 3 pont egy egyenesen fekszik, akkor nincs ilyen pont, ha nem, akkor pontosan egy ilyen pont van.

Ha tobb (4, 5, ...) megadott pont van, akkor is legfeljebb egy pont rendelkezik a kivant tulajdonsaggal

Osszefoglalva:
Pontosan egy pont van (M) azokban az esetekben, ha a megadott pontok egy kérvonalon vannak, és

ekkor m a kor kozéppontja. (A kor, mint azon pontok halmaza, amelyek egyetlen ponttdl egyenlé
tdvol vannak ismert mar.)

A tanuldk kereshetnek olyan sokszdgeket is, amelyeknek pontjai a korén taldlhatok. igy megadhatd 4,

5... pont ugy is, (mint megfelel6 sokszdgek csucspontjai), - hogy el6z6leg nem kell kort rajzolniuk,
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ahol az M adott. Fontos, hogy olyan sokszoget is keressenek, amely esetében nem létezik ilyen pont,
pl. olyan paralelogramma, ami nem téglalap.

A feladat megoldasa soran gyakorlasra keriil példaul az elemi geometriai problémamegoldas, a
szakaszfelez6 meréleges, mint ponthalmaz, valamint az indoklasok készitése.

A 2. feladat az 1. feladat tovabbvitele. A szogfelez6 fogalmat a szimmetriara épiti. A tanuldk ezen a
lapon csak a hegyesszoggel foglalkoznak, mivel
a > 909 esetén olyan pontok vannak a szogtartomanyban, amelyek tavolsaga a félegyenesektdl és az
egyenesektdl kiilonb6z6. (vo. 4.3).

Analdgia: két szogszar egyértelmlien meghatdrozza a szimmetriatengelyét, akarcsak két pont is
egyértelmiien meghatdrozza a szimmetriatengelyét.

A ,szogfelez6” megnevezés itt kdzlés (informaciod a feladatlapon).
A kiilonb6z6 reprezentacios szintek kozotti valtas itt is segiti a tanuldkat a megértésben.

A 2 a) feladatban a tanuldk szogmérével rajzoljdk meg a szég szogfelezbjét (szog felezése) — igy a
szbget tudatosan osztjdk két egyenl6 részre — és felismerik, hogy a hajtasél egyarant
szimmetriatengely és szogfelezd.

A 2 b) feladat esetében tudatos az eljaras, hogy egy szogszaron kivalasztott barmely A pontnak a
masik szogszaron egy tlikorképe van A’; a szimmetriatengely az AA’ szakasznak is felez6 merélegese.

(Szerkesztési feladat: A, t — A’)

E megfigyelés segitségével szerkesztheté meg korzével és vonalzdval a 2c) feladatban a szogfelezd (a
sz6g szimmetriatengelye) mint két olyan pont altal meghatdrozott szakasz felez6 merélegese,
amelyek a sz6g csucsatol egyenl6 tavol és kilonbozd szogszarakon vannak. A szogfelezd szerkesztése
az 1 a) feladatbdl ismert és itt mar eszkozként kerll alkalmazdsra. (Rekonstrukciés feladat:
szimmetriatengely két sz6gszarhoz.)

Gyakorlasra keriilnek tobbek kozott a problémamegoldas elemi, a tengelyes szimmetria
tulajdonsagai, a szakaszfelez6 merdéleges szerkesztése, a korz6 és vonalzd hasznalata, megfelel6
abrak készitése és értelmezése, absztrahalas és konkretizalds megfigyelések esetében, ismert
eljarasok részben Uj szituacidoban valé alkalmazasa.

Az 1. hazi feladat egy megbeszélést készit el6 a kovetkez6 érara arrdl, hogy milyen esetben van egy,
illetve végtelen sok megoldas, valamint mely esetben nincs megoldas.
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A megoldas soran példaul gyakorlasra kerll: a szakaszfelez6 merdleges, mint
ponthalmaz, szakaszfelez6 merbleges szerkesztése, indoklasok készitése.

A 2. hazi feladat sokoldalu gyakorlasi lehet6séget kindl, valamint azt a tapasztalatot, hogy a

szogfelez6 (szimmetriatengely) pontjai a két szogszartdl egyenld tavol vannak, de a szogtartomany
ezektdl kilonb6z6 pontjainak a két szogszartdl valod tavolsaga kilonbozd.

* Feladat
Gondolja meg, milyen megoldasok varhatdk el (és példaul milyen nem) a tanuldktdl az eddigiek
alapjan erre a 2. hazi feladatra!

M.

Elvarhaté megoldas

Ez a feladat a kovetkez6 drahoz el6készit6 jellegl. Alapvet6en kétféle tanuldi megoldds varhato:

« A tavolsagok helyes szerkesztése, mivel figyelmen kivul hagyjak, hogy itt egy
félegyenesrdl és nem egy egyenesrdl van sz6, noha a tanulok csak a pont és
egyenes tavolsagat ismerik.

« Eszreveszik, hogy itt a félegyenes-pont tavolsagarél van sz, és ezért nem
készitenek megoldast (,Nem tudom” valasszal).

Kevésbé varhato megoldas:
Helyes szerkesztés, azzal az indoklassal, hogy ebben a szdgtartomanyban a
pont-egyenes és pont-félegyenes tavolsag ugyanaz.
A pont ugyanis ugyanabban a(félegyenesek kezddpontjaba allitott merélegesek
altal meghatarozott) félsikban van, mint a félegyenesek.

P

R

A tanulok mar ismerik is a két ponthalmaz tavolsagara vonatkozé definiciot az 6todik
osztalybol,de ezzel ebben a helyzetben nem tudnak mit kezdeni. Ezért fontos, hogy
az emlitett definicidbdl kiindulva végezzenek vizsgalatot a pont és félegyenes
tavolsagara vonatkozdan (vO. kovetkez6 fejezet).

Az eljaras soran gyakorlasra keriil a szogfelez6 szerkesztése, meréleges allitdsa adott pontbdl adott
egyeneshez, pont-egyenes tavolsaga, egyéni megfigyelések megfogalmazasa, korzé és vonalzd
hasznalata, megfelel6 abrak készitése, indoklasok készités.
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A matematikaban jobb képességet és érdekl6dést mutatd tanuldk szamara tovabbi problémak
fogalmazhatok meg (példaul hazi feladatként 6nallé munkara,) ha a keresett pontok két szogszartal
valo tavolsagara mas feltételeket adunk. A megoldashoz nem kell feltétlenil a szogfelez6t hasznalni.

Tovabbi hazi feladatok:
A)

Hol vannak a kovetkezd tulajdonsagu pontok: a Pontok mindkét szogszartdl vald tavolsaganak
kiilonbsége 1 cm.

Megoldas:

A tanulok az a) vagy a b) abra segitségével dolgozhatnak.
Legyen P egy ilyen tulajdonsagu pont.

Tcm

d1
P
d2

a) b) b

Ha a (P,a) = d; tavolsag és a (P,b) = d, tavolsag esetén fennall, hogy d, —d,=1vagyd,=d;+1,ésa b’
(a‘) egyenes parhuzamos a b (a) egyenessel, valamint a P ponttdl d; + 1 =d, tavolsagra van, akkor P
rajta van az (a, b‘) ill. (a“, b) szogek szogfelezbjén.

A keresett pontok az (a, b‘) ill. (@’ b) szog felez6 egyenesének azon pontjai, amelyek a
szbgtartomanyba esnek.

Hasonlé tovabbi feladatok taldlhatok feladatgy(ijteményekben, példaul Horvay/Reimann: Geometriai
feladatok gydjteménye |, .22.0.)

Tovabbi lehetséges feladat

B)
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Hol vannak a kovetkez6 tulajdonsaggal rendelkez6é pontok: A pontok egy derékszog mindkét
szbgszaratdl vald tavolsaganak 0sszege egy adott szakasszal egyenl6?
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2. A félegyenestdl valo tdavolsag vizsgdlata a sikon

Kiindulasként vegyiik a kovetkezd tételt és definiciot:
,Tétel:

Egy pontbdl egy rajta at nem haladd egyenes pontjaihoz vezet6 szakaszok kozil legrévidebb az
egyenesre merdleges szakasz.

Definicio:

Altaldban két alakzat tavolsaganak nevezziik egy-egy pontjuk tdvolsagat akkor, ha egymdstél ennél
kisebb tdvolsagra levé pontjaik nincsenek. Tételliink bizonyitja, hogy amit pont és egyenes
tdvolsaganak neveziink, az ebben az értelemben is tavolsag” (Hajos, 1971, 620.)

A vizsgalathoz feltesszik, hogy a kdvetkez6k mar ismertek:

* Két pont tavolsaga és annak vizsgalata, hogy a sikon a kérvonal azon pontok halmaza, amelyek
egy adott ponttdl egyenld tavolsagra vannak.

. Pgnt — egyenes tavolsaga és annak vizsgélatg, hog_y /}';EE\\"\
parhuzamos egyenesek olyan pontok halmazanak is /7" T\
tgkintheték a sikban, amelyek egy adott egyenestdl egyenlé | |’ [' P ':l ‘|)
tavol vannak. N\ ],ﬂ}%
Ennek soran az &sszehasonlitishoz eszkdzként kerlil —~=—=—=%*

alkalmazasra a kor. Az egyenest érintd kor a sik pontjait

harom osztalyba sorolja az adott tavolsagot figyelembe véve:

a kor kozéppontjatdl kisebb, egyenld illetve nagyobb ~ {lem [iem fiem

tavolsagra levé pontok (vO. abra, ahol az E az érintési pont). rem Mem

A hetedik osztalyban a legrovidebb 0Osszekot6 szakasz

kérdése még el6kerul a kovetkez6 tétellel kapcsolatban:

,EQy haromszogben hosszabb oldallal szemben nagyobb sz6g

van, (vo. pl. Csatar, 7 osztaly, 2002, 31.0.).

* Két egyenes tavolsaga: parhuzamos egyenesek esetén ez a tavolsag a két egyenest 6sszekotd
merGleges szakasz hossza. Egymast metsz6 egyenesek esetén ez a tavolsag 0, mivel ezeknek
van egy kdzos pontjuk.

A fels6 tagozaton mar szerepelnek olyan vizsgalatok, ahol a ponthalmazok tavolsaga nem meréleges
szakasz segitségével definidlt. Ennek soran az alkalmazott mddszer mindig abban all, hogy a
tavolsagot megfelel6 mddon valasztott pontpar tavolsaga adja meg.

Egy ilyen vizsgalatra kovetkezik példa, egy feladatsorozat segitségével, amely akar
mar 6. osztalyban elvégezheté:

a) Add meg azon pontok halmazat, amely egy két (kiilonb6z6) A,és B
pontbdl allé ponthalmaztél 1cm-re vannak!
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A tavolsag definiciojanak megfeleléen a PA és PB
szakaszokat kell egymassal és a megadott tavolsaggal
osszehasonlitani (P az A ill. B kozéppontu, 1 cm sugaru
korvonalak egy tetszéleges pontja.) Id. abra.

Azokat a pontokat keressuk, amelyek esetében mindkét
szakasz legalabb 1cm hosszu és egy kozuluk éppen 1 cm-
es.

A feltételek szétvalasztasa gyakran alkalmazott stratégia.

Ennek megfelel6en el6szor azon pontok halmazat keressuk, amelyek az A ponttdl
illetve a B ponttdl 1 cm-re vannak (A illetve B pontok koral 1 cm sugarral rajzolt
korvonalak)

Mivel a P pontnak teljesitenie kell vagy a PA = 1 cm vagy PB = 1cm feltételt, ezért a
keresett ponthalmaz a két korvonal egyesitése.

Az A koruli korvonal pontjai kozul ki kell zarni azokat, amelyek B-hez kozelebb
helyezkednek el. Az elébbi Il. feladatlapon mar bizonyitasra kerult, hogy az AB
szakasz felezbmerélegese altal meghatarozott félsikokat tekintve a B-t tartalmazé
félsikban levé pontok vannak B-hez kdzelebb.

Az {A,B} ponthalmaztdl valo tavolsagot az A-t tartalmazo félsikban PA-val, a B-t tartalmazé félsikban

PB — vel lehet mérni.

Emiatt az A koruli korvonal pontjai kozil ki kell hagyni azokat, amelyeket tartalmazza a B koril rajzolt
kérvonal ( ha vannak ilyenek) és hasonldan kell eljarni a B kordl rajzolt kor pontjaival is.

Ennek alapjan az A és B pontok egymashoz viszonyitott lehetséges elhelyezkedéseit figyelembe véve
a kovetkez6 megoldasi lehetGségek adddnak:

g
* Feladat
Adja meg azon pontok halmazat, amelyek egy harom pontbdl (A, B, C) all6

ponthalmaztél 1cm-re vannak!
M.

Néhany megoldasi lehet6ség aszerint, hogy a pontok hogyan helyezkednek el:
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e Feladat

Adja meg azon pontok halmazat, amelyek egy o6t pontbdl (A, B, C, D, E) all6
ponthalmaztél 1cm-re vannak!
M.

Néhany megoldasi lehet6ség aszerint, hogy a pontok hogyan helyezkednek el:

A tovabbiakban azokra az esetekre figyelunk, melyeknél a pontok egy egyenesen
helyezkednek el.




b) Hol helyezkednek el az elébbi médon keresett pontok, ha a kiindulasi
ponthalmaz pontjai az AB szakaszon helyezkednek el?

Lehetséges tanuldi valasz: A keresett pontok az A és B korili koriveken és az ezek kozotti koriveken
helyezkednek el, amelyek azonban egyre kisebbek lesznek ahogyan egyre tobb AB szakaszbeli
pontbdl all az eredeti ponthalmaz ( vo. el6z6 abra is).

e Feladat

Adja meg azon pontok halmazat, amelyek az AB szakasz minden pontjatol 1-cm-re
vannak! Gondolja meg, hogyan indokolhat az el6bbi vizsgalatot vegigkovetd tanulo.
M.

Lehetséges tanuldi valasz: A ,kozbils6” korivek egyre kisebbek

i
Al i B lesznek, igy végiil két szakasz keletkezik. A keresett ponthalmaz két
-7 rJem félkorbél (A és B korl) és két parhuzamos szakaszbdl all.
lcm 5
: : (stadiongorbe)
abra
* Feladat

Hol helyezkednek el a sikban azok a pontok, amelyek egy A kezdépontu
félegyenestél 1cm tavolsagra vannak. Gondolja meg a lehetséges tanuldi valaszt
ebben az esetben is!

. Lehetséges tanuldi valasz: Ha a B pont a félegyenesen A
i B //\\ fel6l tovabb mozog, akkor ponthalmazként egy félkort és

=T két parhuzamos félegyenest kapok.
lcm
1

abra
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Megjegyzés:

Ez a vizsgalat érdekes lehet hatodikos tanuldk szamara az el6bbiekben szereplé Il. feladatlap utén,
mivel itt is két ponttal dolgozunk (tovabb) de mas értelemben. A Il. feladatlap 1. feladataban a két
pont két ponthalmaz volt, mig ebben az esetben két pont egyetlen ponthalmazt alkot.

Egy mdsik mod egyetlen pont félegyenestél vald tavolsdagdanak vizsgdlatdhoz- az 6sszekétd szakaszok
kézvetlen 6sszehasonlitdsdval:

Egy P pont félegyenestdl vald tavolsagat a P-bdl az egyenesre huzott meréleges
talppontjanak és P-nek a tavolsaga adja, ha a talppont a félegyenesen van.
Amennyiben a talppont a félegyenesen kivul esik (a komplementer félegyenesre)
akkor P tavolsagat a félegyenestdl a P pont és a félegyenes kiindulasi pontjanak
tavolsaga adja.

Mivel a P-bdl az egyenesre huzott merbleges szakasz adja a legkisebb 6sszekot6 szakaszt P és a
félegyenes kozott, igy nincsen ennél kisebb szakasz az egyenes részhalmazat (félegyenes) tekintve

sem.

Tehdt a minimumtulajdonsagot csak azon pontok esetében kell bizonyitani, ahol a meréleges

talppontja a komplementer félegyenesre esik.

A hatodikos korosztaly esetében mar lehetséges példaul a kbvetkezé heurisztikus magyarazat:

A P pontot a félegyenes pontjaival 6sszekdtd szakaszok hossza ndvekszik, ha a félegyenesen levd
pont (Q) tavolodik az A ponttdl. (Ezt a tanuldk méréssel allapithatjak meg.)

A korabban mar emlitett tankdnyvben (Csatadr 7.0.) a P pont és az e félegyenes tavolsdga tovabbi

vizsgalatra kerdil.

Legyen B egy tetsz6leges pont a félegyenesen és k egy kor P koril r=PA. S jeldli a k metszéspontjat a
PB félegyenessel.

P

A B ~--

A PAS haromszog egyenlészaru, igy az A-nal és S-néllevd belsé szogek egyenléek
ist gleichschenklig, (a). Az a hegyesszdg, mivel 2a < 180° (A haromszdg belsd
szogeinek 0sszege). A PAB tompaszdg (P helyzete miatt!) igy fennall, hogy a < PAB
sz0g. Emiatt az AS szakasz a PAB szogtartomanyban van. Ez azt jelenti, hogy S a P
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és B pontok kozott van. Abbol hogy PS a PB szakasz egy része és mivel PS = PA
kovetkezik, hogy PA < PB minden tetsz6leges pontra a félegyenesen.

* Feladat
Hol vannak a sikon azok a pontok, amelyek két kozos kezd6pontu félegyenestdl
(szbgszarak) egy adott r tavolsagra vannak?
M.
A ponthalmaz a koOvetkezd abran pirossal jelolve lathato.

Megjegyzés: A piros félegyenes minden pontja egyenlé tavol van a két sz6gszartdl, igy ez a félegyenes

a konvex szogtartomany szogfelezgje.

Szemléltetési lehetbség ,,hagyomdnyos” eszkbzékkel

egymasra tehet6 folidk:
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Az interaktiv CABRI program segitségével a kovetkez6 kép kaphato:
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Esetleg: A GeoGebra programmal a kdvetkezd kép kaphato:

Megjegyzés

* Ha a szOg kisebb, mint 90° egy pont szogszaraktdl mért tavolsagat a pontbdl a szarakra hazott
merGleges szakaszokkal mérhetjik.

* Ha a szog nagyobb, mint 90° vannak olyan pontok, amelyeknek az egyik szogszartél valo
tdvolsagat a pont és a szogcsucsanak tavolsaga adja.

A z0ld és piros tartomanyban a P pontok ,af
szogszartol valo tavolsagat az OP szakasz hossza, és
a Q pontok , b* szdgszartdl valé tavolsagat az OQ
szakasz hossza adja.

Mivel a Il. feladatlapon csak hegyes széggel dolgoztak a tanuldk,

ilyen nehézségiik nem volt.
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